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1. UVOD

Briljantni rezultati u teoriji igara postignuti pre dve do tri decenije
otvorili su mogucénost nauénog prilaza vainim i realnim problemima razno-
vrsnih konflikata u savremenom svetu. Ti rezultati izazvali su ogromno in-
teresovanje za teoriju igara i doprineli da se uloZe veliki napori i sred-
stva u dalji razve] teorije igara, tj. u istrafivanje prirode konflikata, nji-
hovo formalno opisivanje i traZenje naéina kako da se nadu najbolja Te-
$enja u konfliktnim situacijama.

Poletne teorijske uspehe sledilo je pravo razocaranje prakticara, koji
su brzo shvatili da zanimljive teorijske rezultate nije ni malo lako pri-
meniti kada se suolimo sa realpim zadacima u realnim konfliktnim ili de-
limi¢ne konflikinim odnosima, Zatim, kao <esto u istoriji naucénih discipli-
na, nastupio je period racionalnog odnosa prema toj novoj disciplini, koja
moze da oduevi svojim matematic¢kim Invencijama, sloZenoiéu logike i
realnoiéu problema koje postavlja i1 treba da redi. Teoriju igara treba shva-
titi kao matemati¢ku disciplinu koja se bavi formalizacijom odredivanja opti-
malnih odluka u uslovima konflikata, delimic¢nih konflikata ili u uslovima
neizvesnosti. Teorija igara je strogo fermalna teorija, pa i ako se bavi vrlo
realnim problemima izbora optimalnih odluka, S$to svakodnevno okupira &o-
voka, ona ne gleda na te probleme sveobuhvatno, ve¢ zanemaruje njihove
psihiéke i voljne komponente i me bavi se pitanjima faktitke realizacije
optimalnih odiuka. Stoga naglaiavamo da u okvirima teorije igara ostaju
samo upro$éene i idealizovane slike realnith Xkonflikata.

Neosporno je da teorija igara, a posebno njen deo — teorija igara
sa nenultom sumom nisu poznati 3irem krugu njenih potencijalnih kori-
snika kod nas. Najbolji dokaz ove konstaticije je {injenica da se u pro-
gramima gotovo svih poslediplomskih studija u nadoj zemlji posvedenih
planiranju, upravljanju, organizaciji rada ili izu€avanju sistema uopSte,
teorija igara ili nikako ne nalazi, ili se izuCavaju samo njeni uvodni delovi.
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Cilj autora je da u ovom pregledu izloZi novije rezultate u specifié-
noj oblasti teorije igara koja tretira probleme delimidnih konflikata, pre-
govaranja, kooperacije i kompromisa. Deo tecrije igara u kome se to pro-
ufava poznat je pod nazivom »tecrija igara sa nenultom sumome. Pregled
predstavija vodi¢ kroz jednu mladu i u praksi neafirmisanu teoriju. Nivo
apstrakcije izlaganja je umeren. Autor se trudico da izabrane specificne
reziltate ove. tecrije originalno interpretira razumljivim jezikom. Na kraju
pregleda data je pailjivo odabrana bibliografija u kojoj zainteresovani
mogu nacdi $ire teorijske rezultate sa rigoroznim dokazima.

2. KRATKA ISTORIJA

Teorija igara se smatra za relativho mladu matemati¢ku disciplinu,
iako njeni koreni poti¢u iz doba renesanse. Jo§ je Leibniz (1696) govorio
»da bi bile korisno studirati igre, i ako bi se neki vispreni matematiar udu-
bio u njih, mogao bi dodi do vaZnih rezultata, jer ¢ovek nikada ne poka-
Zuje toliko bistrine i originalnosti kao u svojim igramac.

Prva naulna razmatranja igara bila su posveena hazardnim igrama
i nalaze se u prepisci francuskog matemati¢ara Pascala. SloZenost hazard-
nih igara u kojima obidno udestvuju viSe igrada sa individualnim ciljevima
i u psihickoj atmosferi koju odreduju mnoge okolnosti, 2 s druge strane
nesavrienost matematitkih tehnika toga deba uéinili su da stvarne ha-
zardne igre ostanu daleko od bilo kakve matematitke analize. Trebalo je
Cekatl 1927. 1 1928. godinu da francuski matematicar Borel i genijalni J. von
Neumann postave i dokaiu »fundamentalnu teoremus, koja je otvorila
vrata razvoju teorije igara. Od tada je proflo dve decenije do pojave po-
znate knjige, sada ved klasiénog dela J. von Neumanna i O. Morgensterna
»Teorija igara i ekonomsko ponafanje« (1944). A onda, u sledeéem periodu
od nes$to vide od dve decenije teorija igara doZivljava neverovatan pro-
speritet, Smatra se da je do njenog izrazito brzog razvoja uglavnom dodlo
kroz refavanje vojnih problema.

Danas je mogude govoriti ne o jednoj teoriji igara, veé¢ o teorijarna
igara. Postoji viSe formalnih nalina klasifikovanja igara, a mi demo se
ovde zadrZati na dve klasifikacije. Postoje igre u kojima su ufesnici u igri
— igradi u potpunom konfliktu. Te prakti¢no znali da u zadatku koji ra-
zmatramo postoji vise donosilaca odluka — medusobnih antagonista. Iako
su tipiéni problemi te vrste borbene akcije, na primer susret dva nepri-
jateljska odreda, ili presretanje mneprijateljskih aviona, poipuno konfliktne
situacije su &este i u »mirnodopskim« zadacima tehnic¢ke i ekonomske pri-
rode. Prouéavanje potpuno konflikinih situacija je predmet teorije igara
sa nultom sumom, koja je prva razvijana 1 u ovom periodu ima najvise
rezultata. NaZalost, bilo je mnogo lakSe razviti matematicku teoriju za
proufavanje potpunih konflikata, nego 3to je to slucaj za samo delimiéne
konflikte, gde su mogudéa pregovaranja, sporazumi, saradnja i udrufivanje
medu igradima. Delimi¢no konfliktne odnose proulava teorija igara sa ne
nultom sumom. Ona je mlada i manje razvijena od prve, Medutim, mogué-
nosti njene primene u relavanju ekonomskih zadataka su po migljenju au-
tora mnogo $ire, pa je ovaj pregled posveéen mnjoj.
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Druga vazna klasifikacijaodnost se na podelu konfliktnih zadataka
na dinamidke i nedinamicke, U dinamickim zadacima trazi se reenje pro-
blex'né u funkciji vremena, a priroda nedinamickih zadataka je takva da
redenja nisu funkcija vremena. Dinamike konfliktne probleme prf)uéava
teorija diferencijalnih igara, dok su nedinamicki konfliktni problemi -pred-
met teorije matridnih i stati¢kih igara. Neosporno je da su dinamicki kon-
fliktni zadaci teorijski i za praksu zanimljivi i1 vaZni. Medutim, po mi-
gljenju autora ovog pregleda, koji nije pesimista, do pratktif‘:ne priment-z _Eec»
rije diferencijalnih igara u ovom periodu njenog razvoja Smo pn'hvcr.xo
daleko. Stoga je ovaj pregled ogranien na teoriju matriéni}_;v_q,,statlcklh
igara.

3. OSNOVNI POJMOVY 1 DEFINICIIE

Ukratko demo izloZiti osnovne pojmove i‘dg_finicij_'e.
Igraé. Donosilac odluka se naziva igraC. U igri postoje bar dva igraa koji
su medusobni antagonisti ili delimi¢ni antagonisti. Igra¢i su
pojedinci, grupe pojedinaca, preduzeéa, udruZenja, itd.

Funkcija efekata (ili plateind funkcija). Svaki igrad “kvantitativno meri
efekat’ svojili odluka i odluka drugih igrada. Mera efekta za
svakog igrada je funkcija' efekta ili plateina funkcija.

Igra: Igra je kolekcija pravila poznata svim igradima, Pravila odreduju Sta
jgragi smeju da &ine, kao i ishode i efekte njihovih izbora.

Potez. Potez je momenat u igri kada igradl moraju nadiniti izbor iz skupa

alternativa. SuStina igre je da efekat jednog igrada ne- zavisi

samo od njegove odluke veé i od odluka drugih igrada.

Strategija. Strategija jednog igrada je izabrani skup odluka koje vode ra-
Zuna o zavisnosti efekta igre za tog igrada od odluka drugih
igrada. Ako igraé umesto odluka bira verovatnode za izbor
odluka, ka%e se da bira meSovitu strategiju.

4, KLASE IGARA.

Sada se moZe izvriti klasifikacija igara:

(a) Prema broju igrala postoje igre dva igraca, igre tri igraca,...
igre n igrada. Ako- postoje vife od #ri igrata, mogudée je obra-
zovati koalicije, gde grupa od dva ili vi¥e igraca nalazi interes u
koordinaciji svojih strategija.

(b) Prema broju strategija igre se dele na igre sa kc_)naénim brojem
strategija i igre sa neograni¢enim brojem strategija.

(c) Prema osobini plate?nih funkcija, igre su sa nultom sumem —
kada je suma plate¥nih funkcija svih igrada jednaka nuli, i igre
sa nenultom sumom — kada to nije sludaj. NajviSe je prouava-
na Klasa igara dva igra¢a sa nultom sumom, gde vaZi da ono 3to

4
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jedan igra& dobija drugi gubi. Teorija takvih igara je najpozna-
tija, a u ovom pregledu o mjoj neée biti govora (1).

U igrama sa nenultom sumom postoje elementi konflikta i ko-
operacije. Potklasa igara sa nenultom sumom u kojoj igra&i for-
miraju koalicije, ili se pre igre dogovaraju o svojim strategija-
ma, nazivaju se kooperativne igre. Ukoliko nema dogovora, red
je o nekooperativnim igrama.

(d) Igre se dele na diferencijalne i matri€ne. Igra je diferencijalna
ako su strategije igraa funkcije vremena, a plateZne funkcije
odredeni integrali (2). Igra je matriéna i statiCka ako strategije
igraa nisu funkcije vremena. Plate’ne funkcije su tada zadate
matricama ili realnim skalarnim funkcijama viSe promenljivih.

(e) Specifiéna klasa igara, koja je za ovu. studiju znalajna su igre
protiv neizvesnosti (igre protiv »Prirode«!), gde pravi konflikti ne
postoje, ved razne neizvesnosti sa kojim se suofavamo jn-i dono-
Senju neke odluke, shvatamo kao fiktivnu igru koju »Prirodaa
igra protiv nas, U tim igrama jedan igra¢ je donosilac odluka,
a njegov oponent je »Prirodac.

5. MATRICNA IGRA DVA IGRACA SA NENULTOM SUMOM

U igri sa nenultom sumom igra¢i misu u potpunom konfliktu. Igra
se u- normalnom obliku opisuje putem dve plateZne matrice (P, Q) koje
definiu placanja -oba igrada u funkciji alternativnih parova strategija.
Umesto dve obi¢no se formira jedna matrica, ¢iji su elementi parovi bro-
jeva — prvi broj je pladanje igraca 1, a drugi broj pladanje igrala 2,

(‘Pll) Qll) """ (Plnn Ql”) SI].

’ ) Igrac 1
bira strate-
giju Sy

Py, Qy) = v v o« (Pran, Qun) Sim

Spy vre e Sen

Igrad 2 bira strategiju S’/‘

Igra¢ 1 bira vrstu — jednu od m moguéih strategija, a igrad 2 bira
kolonu jednu od n mogudih strategija. Ako igral 1 izabere strategiju S, a
igrad 2 strategiju Sy, tada je pladanje (efekat) prvog igraca Py, a drugog
igrada Q. Pretpostavlja se da oba igraa znaju elemente platefnih matrica.

) Engleski naziv za igre protiv neizvesnosti (»Prirode«)} je Games against Nature,
6 Ekonomska analiza
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Nekooperativna igra .dva igraca

U nekooperativnoj igri igradi biraju svoje strategije nezavisno, bilo
zbog toga Sto je koordinacija zabranjena, ili zato Sto sporazumi nisu mo-
gudéi. U nekooperativnoj igri definife se ravnoteZa ili ravnotezha tacka igre.

4 Definicija. RavnoteZna 1alka igre je onaj par strategija, ili one vero-
vatnode izbora strategija, pri kojima ni jedan igra¢ nema motiv za pro-
menu svoje strategije ako bi delovao samostalno.

Neka je verovatnoéa da ce igra¢ 1 izabrati Sy; ravna p; tada meZo-
vitu strategiju igrafa 1 odreduje vektor p = (py, ..... , Pp). Neka je vero-
vatnoca da‘de igrat 2 jzabrati Sy ravna g; tada meSovitu strategiju igra}éa
2 odreduje vektor ¢ = (g, ...,q,). Ravnoteina tacka je po definiciji par
vektora — verovatnoéa p* ¢* koji se nazivaju optimalne me3ovite stra-
tegije u smislu olekivanih efekata. Ravnoteinu tacku definifu relacije,

pPg* <p* Pg*, pipi =0, 21 p=1
PO <<p*Qq*, q:g =0 Tg=1
J
Teorema. U svakoj igri dva igraca sa konaénim brojem strategija po-

stoji bar jedna ravnoteina tacka. (Napomenimo da isto vaiZi i za igre n
igrata sa konalnim brojem strategija (3).

Klasidan akademski primer nekooperativne igre je igra poznata pod
nazivom »dilema zatvorenika«, Dva zatvorenika optuiena za jedan zlocin
nalaze sé pred dilemom da li da priznaju svoj zlocin ili ne! Ako ni jedan
ne prizna bide pusteni na slobodu; ako oba priznaju bide umereno kainje-
ni; ako jedan prizna, njega puStaju na slobodu a drugi dobija maksimalnu
kaznu. Kada se ovi uslovi stave u kvantitativne okvire, dobija se plateina
matrica u kojoj su elementi matrice jedna moguca kvantitativna predstava
kazni,

Strategije zatvo-
renika I

(44)  (0.5) Su: ne priznati

(500 (22) Su: priznati
Szli St
ne prign. | prizn.

Strategije zatvo-
renika 2

Ravnoteina tadka ove igre je par strategija S, Sza:
priznati — priznati, sa efektima (2,2). Razlog: svaki od igraéa bi loSije
proSao ako bi promenio svoju strategiju, a da pri tome drugi igral ne pro-
meni svoju. :

E:ZAC PRCE
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Ovaj primer jasno pokazuje da bi oba igrada bolje profla kada bi iza-
brali Sy, Su, sa efektima (44). Time se Zeli naglasiti potreba za koordina-
cijom i razmenom misljenja (¥to je ovde zabranjeno), a i zakljuéiti da po-
jedinaéno racionalno ponaSanje moZe rezultirati u inferiornije ishode za
sve pojedince. -

Matri¢na kooperativna igra dva igrala bez raspodele efekata

U ovim igrama dolazi do razmene ideja o izboru strategija i sporazu.
ma o Kkoordiniranju strategija medu oba igraca. Medutim, nema spora-
zuma o deobi ukupnog efekta, ved svaki igrad ostaje na svom pladanju.

Da bi se mogao uvesti pojam kooperativnog refenja ove igre, mora-
mo dati nove definicije.

Definicija bezbedne strategije. Svaki od igrada ima svoju bezbednu
strategiju i korespondentni efekat koji se definidu relacijama,

PP =max min L I p q Py
P q rJjo

Qs =max min I I p g5 Qy
q P L |

Vektori ps, g koji daju Ps, Q¢ mnazivaju se bezbedne strategije.

) Definicija Pareto optimalnih efekata. Skup Pareto optimalnih efeka-
ta © kooperativne igre je skup mogucih parova efekata (P', Q'), takav da
ne postoje drugi mogudi parovi (P, Q) za koje bi vaZilo P = P'i Q = Q.

Definicija pregovarakog skupa. Pregovaracki skup @ je skup parova
(P", Q") za koji vaZi P = Psi Q" = Q-

Definicija dominantnog pregovarakog skupa. Dominantni pregova-
racki skup je skup ravnoteZnih tadaka igre koji pripadaju pregovara&kom
skupu @. -

Koncept kooperativnog redenja dao je Nash (4). Da bi refenje bilo
jednoznagno uvode se sledede pretpostavke:

(i) Postoji simetrija, tj. numerisanje igraca ne utie na redenje igre.

(ii) Postoji invarijantnost u odnosu na monotone linearne transfor-
macije plateznih funkcija (znadajno u praktinoj primeni).
(ili) Postoji nezavisnost od irelevantnih alternativa, tj. redenje se

nece promeniti ako strategije neobuhvadene redenjem odbacimo.

(iv) Refenje mora pripadati Pareto optimalnom skupu.

Igra¢i postizu sporazum o koordiniranju svojih strategija pod pri
tiskom da neuspeh sporazma dovodi do izvesnih nedovoljno pogodnih
efekata za oba igrada, koji se nazivaju efekti nesporazuma, ili pladanja

6o*
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nesporazuma (PN Q#). Koordinirano refenje (PX QX) je tada ono koje
maksimizira proizvod dopunskih efekata u odnosu na efekte mesporazuma,
tj. treba potraZiti,

max (P—PN) (Q—QN)

(P, Q)

Uvedene definicije, efekat nesporazuma i koordinirano refenje za
jednu igru, grafi¢ki su obja$njene na sl 1. Na apscisi i ordina.ti naneti su
efekti za oba igrala, respektivno, Srafirana povrSina predstavlja skup mo-
guéih parova efekata (P, Q), a sama slika dobro objadnjava sve uvedene

definicije.

Q  EFEKAT IGRACA 2

krive: { P-P" ) (Q-QN) = const

/ PREFERENTNI SMER

I
1
!
|
|
!
l

P~ EFEKAT 1GRACA 1

=~10 >S5

¥
% — sKup MOGUGIH PAROYA EFEkaTA (P, Q) T
i

abcde -~ PARETO OPTIMALNI SKUp ¥~
bcd - PREGOVARACKI | DOMINANTNO PREGOVARACKI SKUP
g - TAEKA EFEKATA xesporazuMa (P QM)
¢~ xooommavo resewe (PF,QF)

. Sl 1
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6. KONTINUELNA KOOPERATIVNA IGRA BEZ RASPODELE
EFEKATA

U ovom odeljku razmotriée se specifitna podklasa kooperativnih iga-
ra u kojoj svaki igra® moZe da izabere vrednost jedne veli¢ine — jednog
parametra, a od izbora svih igrafa zavisi efekat svakog od igraca. Takva
igra dva igraca najbolje se tumadi grafi¢ki sl 2. Nek je efekat za igraca 1
skalarna funkcija P = P(s;, s), a efekat za igrada 2 : @ = Q{s, 3.

ls,

! krive: Q (s, , S, )= cONST

la

5y

Prvi igrad bira s, a drugi s.. Oba igraéa tefe da maksimiziraju svoje
efekte P i Q, respektivno. Na sl. 2. su pokazane krive konstantnih efekata
P, Q u ravni s, 5. Maksimumi su u tadkama (f) i (g) za igrada 1 i igrada 2,
respektivno. -

Kriva ab je geometrijsko mesto tafaka — racionalnih izbora igraca
1 za utvrdeno s. Kriva cd je geometrijsko mesto tataka — racionalnih
izbora igraa 2 za utvrdeno si.. Ako postoji presek ovih krivih, to je ravno-
tefna tadka igre (e), i moZe se uzeti kao reSenje nekooperativne igre. Ni
jedan od igrada, ako su racionalni, ne usuduje se da izabere neku drugu

vrednost osim s; (igrac 1) i sz' (igrac 2).

Ako su igradi voljni da };ooperjraju stanje se menja. Srafirana po-
vrdina definiSe reSenja koja su povoljnija za jednog ili oba igrada u od-
nosu na ravnoteZnu taéku (e). Sli¢no kao u prethodnom paragrafu i ovde
se definie Pareto optimalni skup refenja =. To je kriva fg, neinferiornib
refenja za oba igrala. Ta&ke na njoj imaju osobinu da svaka devijacija

od neke take na krivoj fg ne moZe dovesti do poboljsanja efekata jednog



264 RADIVOJ PETROVIC

igrata bez gubitka efekta za drugog. Analititka definicija skupa neinferior-
nih redenja je sledeca: skup taaka (s, s) ¢Ini neinferioran skup =, ako
i samo ako za bilo koju tacku (s, s;) postoji tacka (s, s) & «, za koju vazi:

P sy 5 S PGL 5) 5 Qs 52) < Q (57, 5)

Iz osobine elemenata skupa =, da tadke iz = su tangentne tacke na
krive P = const, Q = const, slede algoritmi za odredivanje skupa.m. Mi
ovde neéemo ulaziti u racunske algoritme odredivanja skupa w jer je to
tehni¢ko pitanje koje pri praktinoj primeni ne bi trebalo da bude pro-
blem (5).

Ako ravnoteina tatka (s, s,) pripada Pareto optimalnom skupu =,
smatra se da je to najpoZeljnije kooperativno refenje igre.

Sliéno kao u prethodnom paragrafu, i u kontinuelnoj igri moZemo
razmotriti $ta je potrebno udiniti ako je jedan od igrada neracionalan.
MoZemo pretpostaviti da jedan od igraca umesto da teZi maksimizaciji
svog efekta, Zeli da najviSe oSteti partnera, tj. minimizira njegov efekat.
On se u sivari postavlija kao da reSava problem igre sa nitltom sumom u
odnosu na sopstvenu plateZnu funkciju. Tako se dolazi do pojma bezbed-
nih vrednosti 5, 88 koje su maxmin vrednosti oba igraa, kada svaki od
njih smatra svoga partnera neracionalnim. :

Sva izlaganja u ovom paragrafu jednostavno se prenose na igre n
igrata. Pojava n igrata umesto 2 ne unosi nikakve koncepcijske novine niti
principijelne teskode, Medutim, sa porastom broja dgrata u igri rastu ra-
¢unske te3kode u odredivanju ravnoteinih tadaka, bezbednih strategija,
Pareto qptimalnih tataka pa, prema tome, i redenja igre.

7. MATRICNA KOOPERATIVNA IGRA SA RASPODELOM EFEKATA

U igratkim odnosima problem mpregovaranja je izuzetno sloZen. Po-
javijujé se miz fenomena kao 3to su.kooperacija, koalicija, kompromis,
pretnja, forsiranje, o kojima teorija igara jo¥ nije -dala konadan sud- niti
ponudila definitivne formalne rezultate.-:Medutim, jedan praktiéno intere-
santan problem je detaljnije teorijski razmatran. To je kooperativna' igra
u kojoj su igra&i voljni da razmatraju totalni efekat igre i da ga pravedno
dele medu sobom. ) : -

" Neka je dat skdp igraca u igri n igraca,
N ={42,..., n}

Koalicija se naziva svaki podskup ScC N.

Definicija. Karmkterisﬁéxia funkcija igre V(S) je redlna funkcija —
maksimalnj totalni efekat svake od mogudih 2» koalicija.

Karakteristiéna funkcija se moZe normalizovati tako da su. njene

vrednosti izmedu 0 i 1. Normalizovana karakteristiéna funkcija je po kon-
venciji 0 kada igradl nastupaju individualno, a ‘1 kad obrazuju veliku koa:
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liciju, tj. V(N) = 1. Karakteristi¢na funkcija igre poseduje osobinu supera.
ditivnosti, )

VISiUS) = V(S) + V(S)

Pretpostavka superaditivnosti je' rezonska, jer bez nje ne bi imalo
smisla obrazovati veée koalicije.

Definicija. Imputacija F je vektor ¢ije su komponentie efekti sva-
kog igrafa u igri,

F=(PyPy..., P,
Dve pretpostavke o grupnoj i pojedinadnoj racionalnosti ogranida-
vaju broj mogudih imputacija. Analiti¢ki iskaz tih pretpostavki je:

= n
(i) grupna racionalnost: V(N} =3 Py=3 P
1N i=1

(ii) pojedina¢na racionalnost: p; = V({i}) za svako ieN.
Teorija uvodi dva kriterijuma dominantnosti koalicija:

(i) slabj kriterijum dominantnosti: koalicija S je efektivna za impu-
taciju F ako vaii: V(S) = ¥ A,
ieS
(ii) jaci k~r_iterijum dominantnosti: svaka koalicija treba da poseduje
isti stepen racionalnosti kao i individualni igraé. »Jezgro« je skup
imputacija 'za koje vaii X P; = V(S), a to znadl da »jezgro« za-
1eS . .
dovoljava pojedinadnu, koalicionu i grupnu racionalnost.

i

Postavlja. se teorijski zanimljiv i praktino vaZan zadatak odrediva-
nja kljuta raspodele totalnog efekta koalicije na igrade, Teorija nudi jedan
klju€ raspodele koji se zasniva na takozvarioj Shapley-evoj vrednosti (6).
[deja ovog kljuda je u postavci da se »snaga« svakog igrala ogleda u do-
datnom efektu, koji je posledica pristupanja tog igraca koaliciji u kojoj
prethodno nije bio. Pod i)retpo§ta\'lkom da svakom igracu’ pripada njegov
proseéni doprinos svim koalicijama &iji je potencijalni &lan, efekat »i«-tog
igraa je-odekivana vrednost V(S U{i}} — V{(S), gde je S podskup igraca
u kome nije »i«-ti igrag, a S U{i} je koalicija tog podskupa i »i«-tog igrala.
Ta ocekivana vrednost je, )

Pi= 3 ke (W (SU )~V ]
i SeN

Fag

gde je k,(S) tefinski faktor,
k,(S) = (s! (n—s=-1)!)/n! (s broj igraa u S)

Odredivanje teZinskih faktora k,(S) nije lak raunski zadatak, jer u
igri n dgrada moZe biti formirano n! koalicija; s igra®a u kolaciji S pre
ukljuenja »ix-tog igrada moZe se formirati na s/ razii¢itih naéina, a pre-
ostalih .n—s—1 igraa mogu formirati (n—s—I)! razli¢itih koalicija.
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Faktori k,(S) imaju ekonomsko-matematidku interpretaciju: to su
Jjednostavno verovatnoée da ¢e jedan igra& pristupiti koaliciji S, pod pret-
postavkom jednake verovatnoce formiranja koalicija n igraga.

8. IGRA PROTIV »PRIRODE«

Jedna oblast teorije igara razmatra problematiku donosenja odluka
u prisustvu neizvesnosti. Stvarni konflikt tada ne postoji, pa ak mne postoje
ni dva igrata. Drugi igra¢ i konflikt samo su pretpostavke jedinstvenog
subjekta — jedinog igraca. On donosi odluke, a pri tome dopudta da su
posledice svake njegove odluke viSeznalne. Sta ¢e biti posledice, a time
i efekti odluke zavisi od nekih donosioca odluka nepoznatih zakonitosti
»Prirode« i/ili okoline. Donosilac odluke moZe pretpostaviti da je istinska
zakonitost njemu najmanje naklonjena. Drugim refima subjekt zamislja
da umesto objektivne ali njemu nepoznate »Prirode«, na primer, ponaSanja
drugih privrednih subjekata, ima direktnog i svesnog protivnika koji te¥i
da minimizira efekte njegovih odluka. MoZe se primetiti da je ovakva pret-
postavka pesimistitka i da se suvide koncentriemo na najgore §to se mo-
Ze desiti. To je sigurno tafno i predstavlja ograniCenje teorijskog igraé&-
kog pristupa. Umesto igratkog pristupa na raspolaganju nam stoje bar dve
druge alternative: prvo, Zesto je moguée da se uz malo napora i trotkova
skupi viSe informacija o nepoznatim faktorima »Prirode«; drugo, mo¥e se
potraZiti refenje koje u svojoj strukturi sadril povratne sprege, pa se
njima koriguju nale odluke u zavisnosti od uticaja nepoznatih faktora
»Prirode«. Medutim, sigurno je vaino utvrditi ¥ta je mogude uiniti bez
dodatnih informacija ili povratne sprege, a odgovor na ovo pitanje daje
ba¥ primena teorije igara protiv »Prirodec.

Matematic¢ki model dinamicke igre protiv »Prirode« je diskretni vi-
Sestepeni proces sa odlukama, opisan rekurentnim relacijama,

Xk = G(xk, uk, vk), x° = zadato, k=201,..., K1

gde su:
xk — stanje sistema u vremenskom periodu k,

u* — odluka u ktom periodu (igrada 1),

vk — neizvesnost u k-tom periodu, faktor koji stoji na raspolaga-
nju »Prirodi« (igrac 2). .

Postoji samo jedna funkcija efekata (funkcija cilja), i to za. igrada 1.
Ona je u op3tem slucaju dvojaka: :
(i) Aditivna funkcija svih stanja kroz koje sistem o kome odluduje

»

igra¢ 1 prolazi, i svih odiuka ukljuéujuéi i odluke »Prirodee.

(ii) Funkcija krajnjeg stanja sistema x/

U oba sludaja vaZna je pretpostavka da li prvo igraé 1 bira uX, a za
tim »Priroda« bira vk, ili obratno. Ako se prvo bira odluka uk, tada »Pri
roda« vr3i jzbor na osnovu potpunog poznavanja odluke igrada 1, i obratno
Formalna razlika je u tome 3$to igra¢ 1 bira odluke kao brojne vrednosti:
u', &,..., dok drugi igraé bira funkcije v' (&), v* (17) ...
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U izboru najboljih odluka efikasno se primenjuje dinamitko progra-
miranje (7).

Optimalne odluke u'*, 1%,..., za igraca | kao i optimalna vrednost
funkcije efekta F* zavise i od na3e pretpostavke o redosledu poteza igrada.
U teoriji je razmotren i sludaj kada svoje odluke oba igrada biraju istovre-
meno. Tada, umesto da oba igra¢a biraju na svakom koraku k svoje od-
luke — odredene brojne vrednosti, oni biraju raspodele verovatnoca za
w% 1 vk, Ako igra& 1 u svakom periodu ima m mogudih odluka, a igraé 2,
n moguéih odluka, tada u svakom periodu treba naci verovatnode p{‘,,..'
p’;’n iq{‘,---, q’;,k = 0, ..., K—1, koje daju optimalnu vrednost odeki-
vane vrednosti efekata. Te verovatnode su optimalne strategije za oba igra-
¢a. Prema poznaioj minmax teoremi J. von Neumanna optimalne strate-
gije u ovom sluaju ne zavise od redosleda poteza igrada.

U odredivanju optimalnih strategija' moZe se i u ovom sludaju pri-
meniti algoritam dinamidkog programiranja. PraktiCna vrednost algoritma
zavisi od broja komponenata vektora stanja ~* i vektora odluka uk, vt ali
isto tako i od brojeva mogudih odluka »1, n. Ako su m < 5, n < 5, ralun-
ske teSkode u primeni algoritma dinamickog programiranja su jo§ uvek
savladive, uz pomod¢ dovoljno snaZnih radunara.

9. MEDIJALNA KONKURENTSKA IGRA

Poslednjih pet godina razvija se zanimljiva teorija medijalnih kon-
kurentskih igara dva igrada. Cini se da ona moZe imati prakti¢nu prime-
nu. Ova teorija se zasniva na predstavlijanju raspodele efekata za oba
igrata pomodu medijana efekata. Sli¢no kao u paragrafu 5, igra se pred-
stavlja plateZnim matricama’ ¢iji su elementi parovi brojeva koji konstitu-
iSu mogude ishode igre a poznati su obojici igraca. KaZe se da igra po-
stupa protektivno ako poku3ava da maksimizira svoj efekat bez obzira na
efekat drugog igraa. Kafe se da igraé postupa vindiktivno ako pokudava
da minimizira efekat drugog igrada, bez obzira kakav ¢ée biti njegov efekat.

Teorema. Postoji najvééa vrednost P, (Q), u plateZnoj matrici za igra-
ca 1, (2), tako da ako igra prolektivrio, igra¢ moZe osigurati bar ovaj efekat
sa verovatnodom bar 1/2.

Teorema. Postoji najmanja- vrednost P/, (Q'}, u plateinoj matrici za
igrada 1, (2), tako da ako igra vindiktivno, igra¢ 2, (1) moZe osigurati sa
verovainodom bar 1/2, da igra¢ 1, (2) postigne najvi§e ovaj efekat.

Dokazuje se da vaii: P’ < P, Q' < Q.

Neka je 4, (B) skup onih ishoda kada je efekat za igraca 1, (2) bar
P, (Q), a efekat za igraca 2, (1) najviSe Q’, (P'). XaZe se da je igra medijalna
— konkurentska ako igraé¢i mogu osigurati sa verovatnocéom bar 1/2 da
¢e se desiti jedan ishod iz skupa 4, (B). Optimalna strategija za jednog
igrata postoji ako i samo ako je igra medijalna konkurentska u odnosu
na mjega (9). .
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10. POGODBENA IGRA

Specifitna oblast teorije igara je teorija pogodbi. Ova teorija prven-
stveno razmatra ponaSanje dva igrata — uCesnika u pogodbi, kada se ovi
nadu u uslovima bilateralnog monopola. Ove ijgre objasniéemo na jed-
nom primeru koga smatramo tipi¢nim. Transportno preduzeée kao ponu-
da& dransportnih usluga | proizvodno preduzede kao korisnik tih usluga
Cesto formiraju bllateralm monopol. Od interesa je teorusko razmatranje
pona§zm_1a tih dvaju orgamzam_]a u medusobnim pregovorima o kupopro-
daji transportnih usluga Razmotricemo najjednostavniji teorijski siucaj
u kome se pregovori odvijaju na slededi na&in. Jedno preduzede predlaZe
jedininu cenu prevoza i kolidiau tereta za transport koja bi bila pred-
met ugovora. Drugo preduzece prihvata predlog ili daje svoj predlog. Oba
preduzeéa nekada uspevaju da posle pregovora dodu do ugovornih odno-
sa, ¢iji su glavni elementi jedini¢na cena prevoza i koli¢ina tereta koju
treba prevesti u ugovornom periodu, U teorijskom smislu osnovna tenden-
cija ovih ugovaranja je dodi do koli¢ine tereta koja maksimizira zbir do-
biti oba preduzeda, i do cene koja tu dobit pravedno deli, Mi éemo de.
taljnije razmotriti jedan teorijski slu¢aj u komé pretpostavijamo ravio-
pravan odrios pregovarada i njihovu Jjednaku ekonomsku snagu.

Neka transportno preduzede karakteri¥e linedrna funkcija srednjib
troskova transporta,

C/Q = A, + B, Q.

gde je Q — koli¢ina prevezenog tereta, C — ukupni troSkovi transporta,
An 1 B, .— parametarski pokazatelji transportnog preduzeéa

Neka korisnika transporta karakterise hnearna funkcija Jedlmcnog

prihoda,

-

R/Q = Ap— Br Q.

gde je R — ukupan pnhod pronzvodaéa A, 1B, — 'parametarskl poka-
zatelji promvodnog preduzeéa. Ukupna doblt oba preduzeca je,

D =Dy + Dim'R — C = ApQ — Bp@h— ArQ — BaQ?;
Dobxt D ¢e b1t1 maﬂcmmalna Lada je

F

EEE : .o i -

= —Anj2 Bt B

" Na'sl. 3. prikazar je skup cena (segment MN) koji-odgovara Q% a to
su Pareto optimalne cene. Bilo koji ugovor &iji su -elementi. Q* P iz ovog
skupa ima slededu osobinu: ne postoji drugi ugovor kojim.bi se.simultano
poboljsale dobiti oba partnera; ugovori izvan MN parova Q, P ée umanjiti
jediniénu dobit bar jednog preduzeéa. Od interesa je taSka L na ‘sredini
Pareto segmenta kojoj odgovara cena P*,

= (Ap Bn + ATBP)/(BP +B7) -

Ovom cenom ukupna dobit se dell izmettu preduzeca na Jednake
delove: e

~ Postoje zanimljivi‘ teorijski rezultati i za sloiemje pogodbene dgre’ (10},

Razvoj ove teorije ide u vide pravaca kao na primer: (i) srednji tro$kovi
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i/ili funkcija jedinidnog prihoda preduzeca ugovaraa nisu linearni i ne po-
znajemo ih analiti¢ki, veé su dati u obliku- tabelarne zavisnosti od Q, P;
(ii) preduzééa — pregovaradi nemaju istu ekonomsku snagu, ve¢ jedno
od njih.je u poloZaju da diktira ceny; (i) umesto bilateralnog monopola
postoji oligopol — kada na trZi§tu ima viSe velikih ponudada usluga; (iv)
ugovaradi ne poseduju pot'pune informacije o ppartnerima (o prihodu i
trodkovima).

) MARGINALNI TRoSkovi: dc/d Q

" SREDNJI TRoOSKov: ¢/ Q°

seomiént pRivoo: R/ Q

MARGINALNI PRiHoD: AR /dQ

Q

o

.SL3

11. IGRA' SA ﬁOMIl\iANTNIM I PODREDENIM IGRACEM

Igradi ne moraju uvek biti ravnopravni, vec jedan moze biti dominan-
tan. Dominantnost je posledica velidine ili modi, brzine obradé -podataka
ili jednostavno nedostatka informacija kod jednog od igraa. To se odra-
¥ava na taj na&in $to jedan igra&, ma primer igra¢ 1, dopulta igradu 2 da
ovaj prvi odabira svoju strategiju, pa prakti¢no igra¢ 2 dominira.

Neka igradima 1 i 2 stoji na raspolaganju izbor po jedne promen-
ljive s, i s, a njihove funkcije efekta su P(sy, s} i Q(si, s, respektivno. Oba
igrata tefe da minimiziraju svoje P odnosno Q pri éemu je izbor promen-
lijh ograniden: si€S;, 5:£S; a jod pri tome prvo se b1ra s; a zatim s,

Ako postoji preslikavanje T kojim se za svako 55 odreduje 5 =
= Ts,, i to tako da je P(Tsy, s3) < P(sy, s,) za svako % ES|, i ako postOJi
:2 sS2 takvo da.je. Q (Ts y s22) Q(Ts,, s3), tada par (SI —T.r2 ,sz) pred-
stavlja. optlmalne strategije za.. oba igrala, kada je igrad 2 domma'ntan Ove
strategije nazivaju. se, opilmalnc u smislu  Stackelberga. Na slléan naém

definidu se optimalne strategije (Jl ) SZ) kada je igra¢ | dommantan.
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U gornjoj definiciji optimalne Stackalbergove strategije podrazu
meva se da podredeni igra reaguje optimalno mna svaki potez dominantnog
igrada. Stoga se definie skup racionalnog reagovanja D, za igrada | kada je
igrad 2 dominantan, a takode skup D, za igraéa 2 kada je igrad¢ 1 dominan-
tan,

Dy = {(s1, 52)€S) X Sa t 5y = Ty 55, Sp2 Sy}
Dy = {(s1, 5)eS) X S t sy =Ty 55, 5£85,}

Ako se formira presek skupova Dy N D, i ako je on neprazan skup
tada postoji Nashova optimalna _strategija( :f ,g) za oba igrada koji postaju
medusobno ravnopravni. I dalje, ako se Stackelbergove strategije pokla.
paju bez obzira na to koji je igraé dominantan, tada se poklapaju sa Na-
shovom strategijom, tj. dominantni igra¢ nema nikakve prednosti.

Dokazuje se da ako su S i S, kompakini skupovi u Euklidovom
prostoru, a funkcije P i Q realne i neprekidne na Sy X S, tada postoje
Stackelbergove optimalne strategije (12). One se odreduju sledeéim postup-
kom. Prvo se odrede skupovi D; i D, kao geometrijska mesta taaka za
koje je 0Pfds; =010Q/3s, = 0. Da bi se na$la Stackelbergova opti-
malna strategija za slu¢aj da je igrad 2 dominantan, treba potraZiti uslov-
ljeni minimum Q, tj. min Q, i sliéno tome, kada je igra¢ 1 dominantan

55 ¢D, .
treba potraZiti min P. .
;l:D, :

Posebno demo izloZiti postupak odredivanja Stackelbergovih strate-
gija za matriénu igru kada su platefne funkcije zadate bimatricom, kao
u paragrafu 5. Neka je igraé 2 dominantan, Tada u svakoj koloni j = 1,...,
n, treba odrediti elemenat sa minimalnim Py Skup parova (S Sy} za
koji se postiZze min P,-,- za svako j = 1,..., n &ini skup D,. Optimalna Stac-

i
kelbergova strategija je onaj par Sl‘,,, S;j za koji se postiZe minimum Qi)-
u elementima matrice (Py, Qii)za ono i &iji je par(Sy, S’i) e D, Sliénim po-
stupkom nalazi se optimalna strategija za sludaj kada je-igra¢ 1 domi-
nantan,

Primer: Neka je matriéna igra zadata bimalricom

34 25 85 | Sn
40 23 41 | Su
53 70 63 | Sw
50 32 72 | Su

Sll SZI SZJ

Potragimo optimalnu Stackelbergovu strategiju za sludaj kada je
igraé 2 dominantan. Za svaku kolonu igrad 1 izabrale vrstu pri kojoj se
minimizira  prvi. broj elementa matrice. Tako se formira skup D, =
{(Siy 82y (Suy Sae)y (Siaw Sas) ). Optimalna  Stackelbergova  strategija je
onaj par iz Dy pri kome je drugi broj elementa matrice najmanji, a to je
{Su, Sa).Njemu korespondentni optimalni efekti za oba igrada su (P;,z,Q;}Z =
= (4, 1). :
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Stiéno gornjem skup D. je:
D, = {(Su: Sz21)y (St2s Sards (Syss Sea)s (Spes S21)}

Optimalna Stackelbergova strategija kada je igra¢ I dominantan je
(Sw, Su), a optimalni efekti za oba igrata su (p;}.Q;iI) = (3, 4). U ovoj
igri Nashova straiegija je (Sw, Sa) €Dy N D, PoSto se ona poklapa sa Stac-
kelbergovom kada je igra& | dominantan, zakljuduje se da igraé I nema
prednosti iako je u dominaninom poloZaju.

12. OSVRT NA PRIMENU TEORIJE IGARA

Opste je migljenje da se teorija igara retko primenjuje u praksi,
iako se u njoj do¥lo do znalajnih i bogatih teorijskih rezultata. Stvarno,
Cinjenica je da gotovo svakodnevno se po naudnim &asopisima i zbornici-
ma radova sa naulnih konferencija pojavljuju teorijski doprinosi, a vrlo
retko se nalaze prikazi primene, opisi pozitivaih i negativnih iskustava
primene. Zaostajanje primene karakteristi¢no je svuda u svetu, pa i u Ju-
goslaviji. Istina, uéinjeno je par usamljenih’ poku$aja primene kod nas,
ali oni nisu imali ozbiljnijeg znadaja za praksu.

Veliki jaz izmedu stanja teorijske misli u oblasti igara i primene teo-
rije u praksi autor ovog pregleda obja3njava sledeéin razlozima:

(2) Nedovoljno poznavanje mogudénosti® ove teorije od strane onih
koji bi mogli biti protagonisti njene primene.

(b) Svaki pokufaj primene sje teZak distraZivadki zadatak i polazak
od pocetka, jer se u literaturt gotovo ne mogu nadi primeri prak-
ticne primene, sem jednostavnih primera akademskog znadaja.

(c) Svaka realna primena zahteva kombinovano angaZovanje strud-
njaka raznih specijalnosti, dakle formu rada na koju nismo do-
voljno navikli.

(d) Realna primena zahteva »dobre« ulazne podatke, a njihovo pri-
kupljanje je mukotrpan i dugotrajan posao, zbog Zega se &esto
odustaje,

(Rad primljen februara 1974.)
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KOMUNIKACIJE — COMMUNICATIONS

JEDNO PROSIRENJE ISBELL-MARLOWLJEVE M.ETODEv

J. R. Isbell i W. H. Marlow [1] autori su prve metode u razlomljeno
linearnom ili hiperboliCkom programiranju. Profle godine M. Grunspan i
M. E. Thomas [2] poopéili su tu metodu da bi rijedili problem cjelobroj-
nog hiperboli¢kog programiranja. Ovdje demo pokazati da se originalni
Ibell-Marlowljev algoritam wmoZe proSiriti na pseudokonveksno razlomlje-
no nelinearno programiranje. -

1. Isbell-Marlowljev algoritam

Isbell 4 Marlow razmatrali su problem maksimalizacije numerictke
diferencijabilne funkcije

CX +eo

ON z =
Co DX + do

na zatvorenom i ogranidenom konveksnom skupu

@ S = {X|AX < A, X = 0},
uzimajudéi da je

?3) DX 4 do > 0 za svako X € S

Njihova zamisao bila je da se problem razlomljeno linearnog progra-
miranja (1) — (3).svede na rjeSavanje mniza problema linearnog programi-
ranja. U tu svrhu oni polaze od nekog X, iz § da bi rijedili problem

@) max[f(X) = (DX + do) (CX +' ¢ — (CKy + ¢ (D'X + do)]
X e S.

Buduéi da je X, moguée rje¥énje, maxj(X) = 0. Naime, ako je X, opti-
malno rjefenje linearnog programa (4), tada je max f(X) = 0 i problem
(1) — (3) jest rijeSen. Ako X: nije optimalno rjeenje, tada je max f (X) > 0.
Neka'je f(X;) = max f(X). Tada iz f(X,) > 0'i pretpostavke (3) slijedi da
je z(Xz) > z(Xy), tj. rieenje X: je bolje od X, za problem (1) — (3). Sada
se postupak iterira. U-funkciju cilja problema (4) dolazi X, umjesto X, pa
se novi problem rijesi. Ako je X, optimalno tjeSenje tog problema, tada



