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A GENERALIZATION OF THE ISBELL-MARLOW'S METHOD
by '
. Liubomir MARTIC

Summary

J.R., Isbell and W.H.Marlow [1] are the authors of the first method
in tinear fractional or hyperbolic programming. M. Grunspan and M. E.
Thomas [2] have recently generalized this method in order to solve the
problem of hyperbolic integer programuming. We have shown in this paper
that the original Isbell-Marlow's algorithm can be extended to pseudo-con-
vex fractional nonlinear programming.

The first part of the paper deals with the manner in which the Isbell-
Marlow's algorithm is-applied to the problem of maximization of numerical
differentiable function (1) on set (2) under the a.s'sumptzon that S is boun-
ded and that relation (3) is satisfied.

In the second part of the paper the problem of nonlinear fractional
programiining (5) — (7} is- taken into consideration, whereat S is ‘assumed
as being bounded and non-empty set and G(X}.» O for each X e S.0.L.
Mangasarian [3] has proved that the objective function Q(X) is pseudo-convex
if requirements (A) and (B) are fulfilled. We have reduced the problem.of
pseudo-convex programming (5) — (7) to a series of convex programming
problems (8). In order to illustrdte- this: procedure we have taken the exam:
ple of J. Kaska and M. Pisek's paper [5). We have reduced their problem
to’ a series of -problems of convex quadratic programrning, and have sol-
ved .the latter-ones by a geometric method (see Fig. 1).
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INTERPRETACIJA SEKTORSKOG MULTIPLIKATORA I REDUKCIJA
STRUKTURE CIJENA NA DODANU VRIJEDNOST
I UVOZNI SADRZAJY

L. Redukcija polazne strukture cijena i 1ezuitirajuéa interpretacija
sektorskih multiphkatora

Strukturu cijene proizvoda svakog prmzvodnog sektora sadinjavaju
utrodci predmeta rada (intermedijarnih proizvoda) domadeg i eventualno
uvoznog porijekla te dodana vrijednost sastavijena od amortizacijé kao pre-
nesenog dijela vrijednosti sredstava rada i novostvorene vrijednosti. Poz-
nato je da se pomoéu medusektorskog modela narodne privrede ova po-
lazna struktura cijene moZe reducirati na uvozni sadrfaj (direktni i indi-
rektni utroSak uvoznih intermedijarnih proizveda) 1 dodanu vrijednost.’) To
se postiZe tako da se domadi intermedijarni proizvodi utroeni u svakom
pojedinom sektoru totalno dekomponiraju na dodanu vrijednost i uvozni

. sadrZaj.

Napisimo u tu svrhu strukture cijena svih.sektora u obliku matrice
strukture cijena S

‘ @Gy Byienoenn.. Qyn
An Anesivens. Azn .
4 -
S = = ’ m
. . m.
Qny faz ooovieanllyy,
- o g
M My, .
di  dy...... L.d,

gdje je
a; domdéa komponenta tehniCkog koeficijenta (utroak .domadih
proizvoda sektora i po jedinici proizvodnje sektora j)
A domada. komponenta matrice tehnidkih koeficijenata 5

my utrofak’ uvoznih mtermeduamxh prmzvoda po _]edmm proiz-
vodnje sektora j (direktni uvozni koeficijent sektora h

m =_(m,, My nennnnn , 1)

d; dodana vrijednost po jedinici proizvodnje sektora 1 (dlrektm.
koeficijent dodane vrijednosti- sektora j)

d = {(d, dz....... , dy)

Suma svakog stupca matrice strukture cijéena po definiciji’ je jednaka je-

"y vidl M. Sekuli¢; sPrimjena. strukturnih “modela w planiranj : :
Narodne novine, Zagreb, 1968, strJ 101—107. planiranis pfl\'rednog razolas,
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dinici, tako da polazne strukture &itavog sistema cijena mo¥emo u saZetoj
matri¢noj notaciji napisati ovako

iAd+m+d=1i (2)

gdje je i vektor-redak sastavijen od n jedinica.
Ako sada u ovom izrazu €lan i A prebacimo na desnu stranu i iziu.
&imo vektor i

m4d=1i(—A4) (I = jedinidna matrica)

pa dobiveni izraz pomnoZimo s desna s matri¢nim -multiplikétorom (I—A)—,
dobjvamo konaéno

m{—AT+dT—AT =7 (3)
Kao 3to vidimo, polazna struktura cijene za sektor f

ayit+ @yt ..-{-zz,,,,—i—m,-i—dJ =1

u kojoj fungiraju utrodci domadih intermedijarnih proizvoda te direktni
uvozni koeficijent 1 direktni koeficijent dodane vrijednosti tog sektora, re-
ducirana je u izrazu (3) na uvozni sadraj i dodanu vrijednost:

mr + My + ... A+, ry dy np+ d; TR PP +d, Ty =1 4)

gdje je ry elemenat matri¢nog multiplikatora.

U izrazu (4) cijena sektora j prikazana je kao funkcija uvoznih inter-
medijarnih proizvoda utrofenih u svim sektorima proizvodnog sistema j
dodane vrajednosu formirane u svim sektorima proizvodnog -sistema pri-
vrede. Parametri te funkcije su sektorski multiplikatori Tij vens Ty Osjetlji-
vost cijene p,; tog sektora na promjenu 1, i d; u sektoru i je

d py 9 py
am; - ad( =Ty (5)
Na taj se nadin isprepletene meduzavisnosti koje postoje u sistemu cijena
narodne privrede $vode na elementarne odnose ‘i dobivaju se kvantitativni
indikatori osjetljivosti cijena svakog pojedinog sektora na promjene cijena
uvoznih intermedijarnih proizvoda i na promjene dodane vrijednosti u bilo
kom sektoru proizvodnog sistema privrede.

Iz toga slijedi i specifi¢na interpretacija sektorskog multiplikatora
rp Po kojoj on predstavlja ukupni (direktni i indirektni) utrodak interme.
dz'}'arnih proizvoda sektora i po-jedinici proizvodnje sektora j. Naime, &lan
m:r,, u izrazu (4) oznadava uvozne proizvode koji  su utrofeni u sektoru
i ali su u reprodukcionom procesu preko medusektorskih isporuka inter.
medijarnih proizvoda u krajnjoj liniji ugradeni u jedinicu proizvodnje
sektora j, Odgovarajuée znaenje ima i &lan d;r;. Zbog toga, svaku promje-
nu cijena uvoznih intermedijarnih proizvoda ko_)e trodi sektor i kao i svaku
promjenu dodane vrijednosti u tom sektoru treba multiplicirati s Ti da bi
se utyrdio njezin krajnji efekat na cijenu sektora j.
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S druge strane, u medusektorskoj analizi sektorski se multiplikator
ry uobitajeno interpretira kao velitina proizvodnje sektora i uvjetovana
jedinicom finalnih ~isporuka sektora j. Ta se interpretacija temelji na ri-
jeSenom obliku medusektorskog modela.

= ([—A)" .Y (6)

(X = vektor-stupac proizvodnje,
Y = vektor-stupac finalnih isporuka)

u kome je proizvodnja izraZena kao funkcija finalnih isporuka, odakle je za
sektor {
X= it Y

n
to jest R

oX
- )
37, rij

Dakle, jedna interpretacija sektorskog multiplikatora proizlazi iz
medusektorskog modela cijena, a druga iz medusektorskog modela pro-
izvodnje. Mi ¢emo ovdje, medutim, pokazati da se i jedna i druga inter-
pretacija moZe izvesti iz modela proizvodnje.

2. Dvije interpretacije sektorskih multiplikatora
Podimo od poznatog iterativnog postupka rjefavanja medusektorskog

modela razvojem u beskonaéni konvergentni red rastudih potencija ma-
trice tehnickih koeficijenata A:

X =Y + AY + AY + ...... A . ®)
odnosno
X =+ A4 A ). Y

odakle slijedi, uporedujuéi sa rijeSenim oblikom modela 6), da je

(—A"' =T + A 4 A + ....... (&)

pri ¢emu, kao 3to je takoder dobro poznato, kod realmh proizvodnih si-
stema A*— 0 kada k—r w.

Ako sada kao vektor finalnih disporuka Y definiramo jedinini vektor
u kome je jti elemenat jednak jedinici a svi ostali elementi jednaki nuli,
onda cemo kao rezultat proraduna po shemi (8) dobiti j-i stupac matri¢nog
multiplikatora koji ¢e nam pokazivati potrebnu proizvodnju pojedinih sek-
tora, uvjetovanu jedinicom finalnih isporuka sektora j. Uo&imo da u tom
slutaju drugi &lan A Y konvergentnog reda predstavlja u stvari j-ti stupac
matrice 4, to jest direkini utrofak proizvoda pojedinih sektora po jedinici
proizvodnje sektora j. Slijede¢i &lan A2Y pr0121a21 iz mnoZenja ovih di-
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rektnih utrofaka s matricom 4 i pokazuje prvu etapu iz beskonadnog kon-
vergeninog niza indirekinih utro$aka, §to ih induciraju ovi direktni utro¥ci.
Inducirani niz indirektnih utrodaka daje zajedno. s direktnim utroScima
ukupan utrofak proizvoda pojedinih sektora po jedinici proizvodnje “sek-
tora j.

Prema tome, iterativhu shemu razvoja u red matriénih potencija
mofemo postaviti i ne operiraju¢i s pojmom finalnih isporuka.’?) Utroici
intermedijarnih proizvoda pojedinih sektora po jedinici proizvodnje svakog
sektora prikazani su u odgovarajuéim stupcima matrice A. To su direktni
utrodci, Oni. induciraju beskonaéni konvergentni niz indirektnih utro§aka
tako da su ukupni utro¥ci intermedijarnih proizvoda po jedinici proizvod-
nje pojedinih sektora predstavljeni odgovarajuéim stupcima matrice C
formirane na slijedeéi nadin

Cm A4+ A 4+ A+ eenens (10)

Uporedujudi (10) sa (9), vidimo da je .
= — A" —1 oo

Iz (11) slijedi, dakle, da je ukupan (direktni i indirektni) utrodak inter-

medijarnih proizvoda sektora i po jedinici proizvodnje sektora j odreden.

sektorskim multiplikatorom Tij a ukupan utrofak intermedijarnih proiz-
voda vlastite proizvodnje izmosi (ry — 1). Tako smo iz modela proizvod-
nje izveli obje interpretacije sektorskog multiplikatora.' One se razlikuju sa-
mo za sektorske multiplikatore na glavnoj duagonah, a to nuZno proizlazi
iiz same logike jedne i druge interpretacije.

Na deSIIOj strani izraza (10) moZemo izlugiti matricu A

= +AF+A+ . ) A

tako da je

C=(—A"-4 (12)
odnosno

(=A=' —I=I—A""-A ' ' ‘ (13)

Da je ovaj identitet valjan, moZemo opet lako vidjeti ako ga s lijeva po:
mnoZimo sa (I — A)

| — (—4)=

to jest
A=A

—

2) Vidi tako@er: Agenbegian & Granberg: :-Ekonomlko—matematiéeskh anallz meiotmsle~
yogo baizmsa SSSRe, Izd. »Mysl'«, Moskva 1968, str. 136—I1 154,
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3. Iterativni postupak totalne redukcije strukiure cijena

Do izraza (3) za totalnu redukciju strukture cijena na dodanu vri-
jednost i uvozni sadrzaj mi smo do$li neposrednim matemati¢kim tran-
sformiranjem izraza (2) za polaznu strukturn cijena. Sada ¢emo, medutim,
konstruirati iterativni postupak koji ée nam omoguditi da na zoran nadin
pratimo postupno izludivanje sadriaja uvoznih intermedijarnth proizvoda
i dodane vrijednosti iz utroSaka domacdih intermedijarnih proizvoda.

Posmipak moZemo skicirati ovako. Uzmimo kao primjer drugi sektor
iz ma¥e matrice strukture cijena S, Utrolak intermedijarnih proizvoda
porijeklom iz prvog sektora po jedinici proizvodnje drugog sektora (koe-
ficijent ay;) rastavlijamo mnoZenjem s prvim stupcem matrice S na u njemu
sadrzane intermedijarne proizvode domadeg porijekla, uvozne proizvode i
dodanu vrijednost. Iz tog utrodka izlulujemo na taj nalin direktno ude$ce
uvoznih intermedijarnih proizvoda (a, - »#n) i dodane vrijednosti (a. - dy),
koje pribrajamo direktnom uvoznom koeficijentu (r2;), odnosno direktnom
koeficijentu dodane vrijednosti (d:) drugog sektora. Na isti nafin dekom-
poniramo 1 utro$ke domadih intermedijarnih proizvoda porijeklom iz svih
ostalih sektora (to jest koeficijente an, aw,...,a,). Ako dobwene vektor-
-stupce strukture cijena pojedinih utroSaka zbro_umo

311 a3 yn
a1 Qs Qan
Gy -+ . + a,, . ' B 4- an,y . (14)
a a nn
e 3., . Jatilil
my mq my
dy d, . dy

preostaju nam materijalni utro$ci drugog sektora iz kojih je iskljuceno
direktno ufe3ée uvoznih intermedijarnih proizvoda i dodane vrijednosti, a
koje treba pribrojiti direktnom wuvoznom koeficijentu, odnosno direktnom
koeficijentu dodane vrijednosti drugog sektora.

Odito .je da ovaj proces rastavljanja materijalnih utrofaka na njihove
komponente treba sada dalje nastaviti primijenjuju¢i ga na materijalne
utrodke koji su preostali nakon ove prve etape izlu&ivanja uvoznih inter-
medijarnih proizvoda i dodane vrijednosti. Ocito je isto tako da se taj
proces teoretski nastavlja u beskona&nost, ali s obzirom na poznata svojstva
matrice A realnih proizvodnih sistema u svakoj narednoj etapi rastavljanja
iznos preostalih domadéih materijalnih utroSaka se smanjuje tako da-od-
govarajuéi niz konvergira prema nuli. U krajnjoj liniji doma¢i materijalni
utro¥ci drugog sektora ée u cjelini biti dekomponirani na u njima sadrfane
uvozne intermedijarne proizvode i dodanu vrijednost.
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Da bismo ovaj postupak shematizirali i razvili metodu totalne re-
dukcije strukture cijena, uotimo da se sumiranje vektor-stupaca u (14)
svodi na mnoZenje matrice S s vektor-stupcem matrice A koji odgovara
drugom sektoru. Prema tome, prvu etapu rastavljanja strukture cijena
svih sektora izvest éemo mnoZenjem matrice S s matricom A

A A?

S 4= v A =
m Eme A : as
d | | d-4

i pribrajanjem dobivenog vektor-retka mA vektor-retku m, a dobivenog ve-
ktorretka d- A vektorretku 4. Na taj smo nadin makon prve etape ra-
stavljanja od polazne strukture cijena (2)

iA4+m4d=1

predli na strukturu

fA + (m + mA) + d + dA)y =1

odnosno
A mUI+A+dT+A =1 (16)

Po istoj logici prelazimo sada na drugu etapu rastavljanja preo-
stalih dofhadih materijainih utrofaka reprezentiranih matricom A? tako
da matricu S pomnoZimo s matricom A’

Al
m At
d A*

§ A =

i dobiveni vektorredak mA? pribrojimo vektor-retku m (I - A) koji je usli-
jedio nakon prve etape rastavljanja, a dobiveni vektor-redak d A’ vektor-
retku d(/ 4+ A). Tako, nakon druge .etape rastavljanja (16) prelazi u

tA3+m(1+A+A=)+d(I+A A) =1 (an

Otito je da se ovaj iterativai proces na prikazani shematski nacin
nastavija dalje.kroz treéu, &etirtu itd. etapu rastavljanja preostalih ma-
terijalnih uiro$aka, tako da de stmuktura cijena nakon kete iteracije biti

PAE = m( + A4+ A+ . 4+ A=Y 4
FdU + A+ A e A = ©(8)
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Medutim, veé je spomenuto da u sludaju realnih proizvodnih sistema kada
k— = onda A% — 0, pa s obzirom na (9) izraz (18) kona&no prelazi u veé
ranije dobiveni izraz (3)

m{—A)T $dI—A) =1

u kome je struktura cijene svakog pojedinog sektora u cjelini reducirana
na utrodak uvoznih intermedijarnih proizvoda i dodanu vrijednost u svim
sektorima proizvodnog sistema privrede.

Kao 3to vidimo, ovaj nam iterativni postupak omoguduje da pratimo
postupno izludivanje uvoznog sadriaja i dodane vrijednosti iz utro3aka
domadih intermedijarnih proizvoda kao $to nam 1 iterativni postupak rje-
Savanja medusektorskog modela proizvodnje omoguéuje praéenje postup-
nog formiranja proizvodnje uvjetovane odredenim finalnim isporukama,
odnosno postupnog formiranja indirektnih utro3aka intermedijarnih pro-
izvoda, 8to ih inducira jedinica proizvodnje nekog sektora.

Ekonomski institut,

Mijo SEKULIC
Zagreb o

. INTERPRETATION OF SECTORAL MULTIPLIERS AND
REDUCTION OF PRICE STRUCTURE TO VALUE
ADDED AND IMPORT CONTENT

by
Mijo SEKULIC

Summary

In the solution of the inputoutput price model the price of the
product of each sector is represented as a function of the imports used
and the value added in all productive sectors per unit of output. The
corresponding coefficients of the inverse (I — A) ', the sectoral multipliers,
are the parameters of this function so that the sectoral multiplier r,
measures the dependence of the prlce of the product of sector j on value
added and on imports in sector i. This implies that the multiplier shows
the direct and indirect requirements -of the output of sector i per unil of
fotal output of sector j. On the other side, a different interpretation of
the multiplier r; follows from the solution of the inputoufput production
model. In this case ry shows the direct and indirect requirements of the
oulput of sector i per unit of final demand deliveries of sector f.

The paper shows that both interpretations may be derived from the
solution of the production model by replacing the final demand vector by
the matrix of input coefficients A in the iterative procedure of the power
series expansion, If matrix A is multiplied by itself we get the first round

Rl
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of requirements of intermediate goods per uhit of output of each sector.
Continuing this process which consists of raising A to a successively higher
power and using the well-known result of the power series expansion of
(I — Ay™' we finally arrive at the matrix C = (I — A" — I whose element
Cy = T shows the total requirements of the product of sector i per unit
of output of sector j. The only difference is in the diagonal element ¢, =(r;-1),
Which is a logical consequerice of the two different interpretations.

In the final section of the paper the author develops an iterative
procedure for the total decomposition. of the original price structure to
import content and value added. This procedure follows the logic of the
successive extraction of tmport content and value added from ihe domestic
intermediate goods used in each sector, in a manner similar to the ite
rative procedure of solving the production model which traces the succes-
sive increments in additional intermediate goods induced by a given final
demand vector or by the column vectgr of input coefficients of a given
productive sector.

PRODUKTIVNOST RADA I GLOBALNA PRODUKTIVNOST
FAKTORA PROIZVODNIE'}

1. Umjesto uvoda

~

O produktivmosti je opravdanoc govoriti kada je jedan od faktora
proizvodnje ili jedini faktor proizvodnje, explicite uzevsi, Zivi ljudski rad.
U svim se ostalim slufajevima, kada se proizvodnja stavlja u odnos s fak-
torima proizvodnje koji nisu Zivi Ijudski rad ili medu kojima Zivog ljud-
skog rada nema, zacijelo radi o definiranju pokazatelja iskoriftenosti, od-
nosno djelotvornosti tih faktora proizvodeje) ) o

Empirijs*ka analiza produktivnosti. rada, izvr¥ena za privredu bez
poljoprivrede i industriju poslijeratne Jugoslavije, temeljena na indeksima

drudtvenog proizvoda i zapo§ljenosti, te ma ocjenama proizvodnih funk’

cija na osnovi rada kao_faktora proizvodnje?) dala je slijedece osnovne
nalaze. ) . .

Prvo, kretanje produktivnosti rada. direktno. zavisi .o kretanju pro-
izvodnje a indirektno o kretanju zapo&ljemosti. Naime, empirijska istra-
fivanja pokazuju da je zapodljemost pod utjecajem promjena u proizvod-

1) Tzvadak iz magistarskog rada pod istim naslovom keoji je obranjen 3. januara 1974.
god, u )Beogradu na Pgled.iplogskoj!goli Instituta: ekonoms{dh nauka, grupa »Ekonomsks
analiza i planiranje«.,

7) Ako se u nastavku na nekim mjestima i upotrijebi termin :produktivnostc_: uz
faktore proizvodnje onda je to uvjetno i samo u namjeri da se ne unese zbrka' u inale
nedovoljno sredeno] sitvaciji u nas w pogledu ekonomske tenmnqlczgl_;c,

%9 U ocjenfivanfu i testiranju je korilten linearni oblik, Q'¢yj = sk(yy + b, uprodese
proizvodne funkcije opéeg oblika Q={(R); gdie je @ drudtveni proizvoed, a R=broj zaposlenih
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nji, a ne obrnuto. Koliko snaga direktnih veza prevladava, toliko produk-
tivnost rada viSe zavisi o kretanju proizvodnje negd o krétanju zapoilje-
nosti. Odnosno, rast proizvodnje viSe utjeCe na rast produktivnosti rada
nego §to rast zapo$ljenosti utjee na njezino smanjenje.

Drugo, zbog oscilatornog — umjesto kontinuiranog uzlaznog — kre-
tanja drudtvenog proizvoda nastaju odredeni gubici. Da nije vaZila u okviru
prvog nalaza utvrdena empirijska zakonitost, odnosno da i produktivnost
rada nije bila podloZna oscilatornim kretanjima gubici bi bili osjetno ma-
nji, odnosno drudtveni bi proizvod bio znatno veéi da je produktivnost
rada stvarno zapofljenih ‘bila u svim godinama poslije jedneg vrha pri-
vrednog ciklusa bria pe dinamici nego u tolm vrhu, a sporija nego u sh-
jedecem — uz dodatak (koji je u masi gubitaka cko dva puta znafajniji)
da zbog sukcesiviog usporavanja nije smanjena i prosjeéna stopa rasta
produktivoosti rada. Take bi uz tu pretpostavku u privredi bez poljopri-
vrede, u razdoblju od 1957—1965. god. bilo stvoreno oko 34 milijarde dinara
drustvenog proizvoda {(u cijenama 1966. godine) vife negoc $to jest)

I trece, ukupno gledajuéi poslijeratno razdoblje, produktivnost se
rada, prosjeéno godidnje, znaéajno povecdavala bez obzira na spomenuto
oscilatorno kietanje. Iz promatranja pojedinib kracih razdoblja dobiva se
slijedeca slika. Rast produktivnosti rada je usporen ‘u razdoblju od 1947—
1935, god., kako wu privredi bez poljoprivrede tako i u industriji. U dolo-
vima privrednih ciklusa je i do 3 indeksna poena niZi od prosjeka za raz-
doblje na koje se proteze pojedini ciklus. U razdoblju od 1955—1964. god.
je ostvareno znadajno povedanje produktivnosti rada. I u svjetskim raz-
mjerama nije u to vrijeme bilo uspjednije ekonomike. No Jugoslaviju va-
lja, prije svege, usporedivati sa zemljama JuZne Evrope, jer su one srodnih
karakteristika s obzirom na privrednu razvijenost. Kad se i ta usporedba
izvr§i®) za razdoblje su od 1955—1964. god. sve prednosti ponovo na strani
nade zemlje. Medutim, za razdoblje poslije 1964. godine iz usporedbe s ovom
grupom zemalja proizlazi da su nam susjedi poceli odmicati.

Nastojeci da poblize objasnimo ne samo tendencije u kretanju pro-
duktivnosti nego i da eventualno pridonesemo upoznavanju korita pojedi-
nih privrednih tokova u nas, a reljef je tih korita Cesto uzrok vriloga ili
privremenih zastoja, razmotrit ¢emo paobliZe kretanje globalne produktivne-
sti faktora proizvodnje. Time ujedno ulazimo u podrudje istrazivanja i mje-
renja tehnoloskog progresa. ‘

I. TEORIJSKE OSNOVE ZA MJERENJE GLOBALNE
PRODUKTIVNOSTI FAKTORA PROIZVODNIE

Porast djelotvornosti faktora koji ili meposredno sudjeluju u proiz-

“vodnji ili &iji posredni utjecaj na proizvodnju postoji izraZava se kao teh-

nolo8ki progres. On je rezultat svih onih promjena koje se unose u pro-

4y U mjerenju je koriftena metoda Branka FHorvata. PobliZe vidjeti u njegovoj knjizi:
Privredni ciklusi u Jugoslavifi, Institut ekonomskih nauka, Beograd 1953. god. .

5) Odgovarajuéi se podaci mogu npr. nadéi u »The Europen Economy From The 1950s to
The 1970s«; United Nations, New York 1972, tabele 6. 1 I16.



