OPTIMALAN NEHOMOGENI TOK U MREZI
1. Uvod i notacije

U okviru matemati¢kog programiranja razvijeno je specifiéno podrucje
poznato pod imenom — teorija mreZa. Teorija mreZa u ovom smislu iznikla
je i razvija se na klasi problema matemati¢kog programiranja tzv. mreZne
strukture. Realne mreZe (saobracajne, informacione, elektri¢ne i sl.) obu-
hvadaju se na taj nadin zajedniCkim matematickim modelom.

U ovom prilogu tretira se problem optimalnog nehomogenog toka u
mrezi. Uvodno, promatrat éemo slijededi realisti¢ni transportni problem:

Dano je n centara proizvodnje i potrodnje g razli¢itih vrsta proizvoda.
U centru x, proizvodi se a} a potrazuje b jedinica k-te vrste proizvoda. Ka-
pacitet rute od centra x; do centra x; neka je c;. Svaka vrsta proizvoda raz-
li¢ito se ponasa u procesu transporta, $to u krajnjoj liniji rezultira razli¢itim
trofkovima transporta na danim rutama. U najopéenitijem sluaju smatra
se da su funkcije tro$kova nelinearne funkcije prevezenog tereta. Treba sa-
staviti takav plan transporta koji ¢e se realizirati minimalnim ukupnim tran-
sportnim tro$kovima. To je zapravo konkretizacija problema optimalnog ne-
homogenog toka u mreZi, nechomogeni tok predstavlja transportni tok neho-
mogene (u pogledu transporta) robe.

U narednoj to&ki bit ¢e formuliran opéi matematiCki model za taj
problem. Neka je sada (X, U) mreza u smislu teorije grafova [3]-X =
=Xy, Xy oo, Xg) je skup vrhova a U = {u, u,, ..., Uy} je skup lukova.
Svakom luku (x;, x;) ¢ U pridruZen je kapacitet ¢; a svakom vrhu inten-
zivnost d,.

Vektor ¢ = [cpf’.] ¢ije komponente ¢ ¢eR (R je skup realnih brojeva)
zadovoljavaju uvjete:

Zoy~Xoy; =d;, Xxi€x
x; e X xye X;~

OQCPU {Cij N (x,-jx,-) e U
xi={x: (x, x) e U}

X = {x,; (x5, x;) € U}
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zvat ¢emo konfiguracijom homogenog toka u mre?i, Komponenta 9, zove
se tok u luku (x, x;) eU. Neka su uz realizaciju toka 9; na luku (x, x;)
vezani »trofkovic t;; ((Pi,-). Konfiguraciju homogenog toka koja minimalizira

funkcional
z =3 b (9i)
(xiy xj) ¢ U

zvat ¢emo optimalnom!). Problem maksimalnog homogenog toka u trans-
portnoj mreZi rijedili su Ford i Fulkerson [3] a rjeSenje problema optimal-
nog homogenog toka uz nenegativne i konveksne funkcije troskova 1 (@)
dao je Hu [5].

2. Nehomogeni tok u mrezi

Pojam konfiguracije homogenog toka u mre?i moze se poop¢iti na sli
jededi nadin: svakom vrhu x; mreze (X, U) pridruzimo vektor intenzivnosti

d;, = (d,.', d‘.z e, dl ., d) a svakom luku (x;, x;) kao i ranije kapacitet

is
cy. Komponentu df zvat ¢emo intenzivno$éu k-te vrste vrha X;.
Vektorsku funkciju ¢ = [o!, ¢%,..., o,... 94] koja zadovoljava uvjete:

Z,@fjk—z,%'ik =df-c, xeX , k=12.. .,q

xje X7 xje X;
Lo
< e ;o (o x) el

%y =0 ¢ (i %) € U, k=1,2, . .,q -

zvat ¢emo konfiguracijom nehomogenog toka u mre#i (X, U). Pri tom je
9; = (9,1, T 9;9) nehomogeni tok u luku (x, x).). Nuzni j
dovoljni uvjeti egzistencije konfiguracije homogenog toka u mreZi poznati
su [3], medutim ti uvjeti za sluéaj nehomogenog toka nisu jo§ dovoljno istra-
Zeni [7]. Ne ulazeéi sada u problem egzistencije nehomogenog toka pretpo-
stavit ¢emo da mreZa dozvoljava realizaciju nehomogenog toka. Neka su uz
realizaciju nehomogenog toka @; na luku (x;, x;) vezani »trodkovic L (@i,
Q’.',*zp .o CP;;ka . ‘Piiq) = t,-,- ((P.',').
Nehomogeni tok koji minimalizira funkciju

2 k
z‘:ztij(cpijl,?if 3. e e @i 5. . -»(Pijq)
(xi» x) e U

zvat ¢emo optimalnim. Problemu maksimalnog homogenog toka ovdje kore-
spondira problem maksimalnog nehomogenog toka [6]. ' '

1) Klasi¢ni problem transporta mofe se shvatiti kao problem optimalnog homogenog toka
u tzv, dvodjelnoj mrezi [3]. ’
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3. Nelinearan problem ‘ciptiinalhog ‘nehomogenog toka

Bez daljnjih ograniéenja na funkcije stro§kova« t;; (0;;) ne mogu se

dati zadovoljavajuéi uvjeti optimalnosti. U tu svrhu pretpostavimo da su

funkcije t; (¢;;) konveksne (konkavne) i diferencijabilne. U vecini prakti¢nih
problema ta je pretpostavka ispunjena.-

Promatra se dakle problem:

min’ ¥ty (@)

(x5 x) e U

(1 Zq’l’j’c—chjik=df > xie X, k=1 ., ., ¢q
xje:Xf' xje Xy
> ‘Px‘jk £ G o A (xi x;) € U
k
@ijk?o ox)elU, k=1,. ., ., ¢q

gdje su t; (9;) konveksne funkcije. Tom problemu ckvivalentan je slijedediz

max X — ty {9y )
(xj_, xj) el

k k
@ X —ELef=d ,  xeX,k=1...,4
ijX;" xje X
k
20 < ¢y : Cri» %) e U
k
g/ =0 , i x)eU, k=1,...,4

gdje je funkcija cilja konkavna funkcija.
LagranZova funkcija L pridruZzena tom problemu ima oblik:

] q.

Lend=S—u @)+ 5 N(dE = e+ e ) +
(xyx) e U el k=1
N q > q
+ > ey (ij— > %'k) =33 [— ty @)+ ) (— AN 7\}‘ —-Efj)%'k]-l-
k=1 i ¥ k=1
(x,-j x_,') E U

+o Y weap+ X XN df
"] : TS

Pri tom je [\, e] vektor LagranZovih multiplikatora, A je (n + ¢) —
komponentti, a £ je m-komponentni vektor. z
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Primjene li se na problem (2) Kuhn-Tuckerovi uvjeti optimalnosti [4]:

3) Vq, L (‘P*: 2*, £*) < 0
(4 (Vg L (g% 2 &), 9% = 0
(%) ‘ VQ g L (%* A*, €%, [)'*’ §*]> = 0

gde je Vo L — gradijent LagranZove funkcije s obzirom na vektor @, ¢* —

optimalan nehomogeni tok, \* i g — vektori LagranZovih multiplikatora $to
korespondiraju optimalnom nehomogenom toku o*, ¢, ) — oznaka za ska-

larni produkt, tada izlazi:

Teorem:
Nehomogeni tok @* optimalan je ako i samo ako za svaki vrh x; € X
i svaki luk (x; xj) £ U egzistiraju vektor?) A = M4 Nahea -, A (nekad

1
se zove vektor potencijala) 1 realan broj g; 2 0, takvi da 22 3 @ < gy
j=1

vrijedi:
. 8 tij @) K
© kTS e =0
0 Pij
6 iy i* .
?\f;.-— )\IF* — il (q’;_cj_l : CP;'jk > 0
a Pij
q » - .
aza ) oy’ = Cif ispunjeno )e:
k=1
. BI:' (CP-) *
D % e < I ey =0
d 9ij
ke o k* . 3t @i ) ke
lj -"-'ll —-E"j —~ _,______.»——U q;:_} = QU > 0
d Pij

Ti uvjeti optimalnosti su cksplicite ispisani Kuhn-Tuckerovi uvjeti opti:
malnosti problema maksimuma konkavne funkcije cilja uz linearna ograni-
&enja, §to je upravo slutaj u problemu optimalnog nchomogenog toka. Na
osnovu tih uvjeta efektivnom konstrukcijom vektorai* i veli¢ina ¢;* moZe
se doéi do optimalnog nehomogenog toka — algoritam potencijala [2].

4. Linearan problem optimalnog nehomogenog toka

To je problem tipa (1) uz olakdavajucu okolhost da su funkcije t; (@)
linearne. Promatrajmo dakle problem:

7y t — oznaka za transponiranje.
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. q
min = % ¢ & oFy

k=i
-‘q-

®) S IeF<ge
k=1
Aok = d¥, k=1 ...,¢q
et = 0, k=1 ..., ¢q

Ovdje je A — matrica incidencije mreZe (X, U), ¢* = [cpifk, . ,cpnjk]f

1 n

vektor k-ti tok, ¢ = [cU e cﬂjﬂ ]t — vektor kapaciteta, t* =[ 31?1,,_,, t”"f ]r
— vektor troSkova, df = [d.%, ..., dﬁ ]* — wvektor intenzivnosti a I — jedi-

ni¢na matrica m-tog reda. Vektori ¢*, ¢ i t*¥ su m-komponentni a d* je n-kom-
ponentni vektor. Nakon uvodenja vektora & dopunskih varijabli u problemu

(8) dobiva se:

q
min 3 {&,65)
k=1

g
(9) S I +Ie=c
k=1
Aok = dx k—1,...,4
q)k;o : k'—l,...,q

To je problem linearnog programiranja s velikim brojem nepoznanica
(ima (mg + m) nepoznanica i (m + ng) jednadzbi] pa je zbog specifiéne
strukture matrice ogranidenja (blok matrica)} korisno primjeniti Dantzig:
-Wolfeov princip dekompozicije [8]. Ako je ®% — { L Q)f,k} skup
ekstremnih todaka skupa rjefenja sistema Ag¢k := d* onda problem (9) pre-
lazi u problem

- a Nk
min 3 (5 5t E el

k=t \Jj=1
g ¢ N

(10) ) (Z af (I@j‘))“;:e
k=1 \j=1
Ny . :
2&?:1 - k=1,. . ..,4q
=1

0'-}‘;0 ; j=1,---JN ;k:'l_i" q
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Ovdje ima (m + g) ogranienja i(N, + ...+ Ng) varijabli (varijable
su o). ‘ L '
Pretpostavimo da je poznato jedno moguée bazi¢no rjefenie problema
(10). Vektor simpleks multiplikatora ¥to odgovara tom rjeSenju za prvih
m-ograniéenja neka je ¥i=[d, ¥y -, $,, 1t a za ostalih g-ograni¢enja neka je
n = [Mp My --or Bl

Prema kriteriju simpleks metode vektor AF konkurira za ulaz u bazu

ako je zadovoljen uvjet:

ak= () = (b T9)) = <0

Buduéi da je @ ekstremna totka za skup riedenja sistema Aok = dF
izlazi da se najbolji vektor vezan uz k-ti tok dobije rjesenjem potproblema:

min (K¢, ¢

Aok = d¥
gk =z 0

ito je zapravo problem optimalnog homogenog toka u nekapacitiranoj
mrezi. Prema tome prilikom odredivanja vektora koji treba udi u bazu po-
trebno je rjediti q — potproblema optimalnog homogenog toka i izra¢unati pri-
padne vrijednosti A’j‘_, Vektor Ajk za koji je diferencija Aif minimalna kva-
lificira se za ulaz u movu bazu. Kad su svi N} > 0 rjedenje je optimalno i
dobiva se kao linearna konveksna kombinacija rjedenja potproblema.

Kao inicijalna baza mogu s¢ Kkoristiti vektori uz dopunske i artificijelne
varijable koje se uvode u postednjih g — ogranitenja problema 10.

Dakako, uvjeti optimalnosti tipa (6) i (7) uvaravajuéi pretpostavku
linearnosti funkcija troskova rii-(q’i:‘) reduciraju se na jednostavnije uvjete.

Vratimo se sada ishodnom transportnom problemu skiciranom u tocki 1.

5. Numeri¢ki primjer

Treba sadiniti optimalan plan transporta nehomogene robe koja se
sastoji od robe R, i R; na mresi prikazanoj na sl. 1.

Vektori proizvodnje i potraZnje jesu:
at = [5, 4, 3, 015, az = [6, 3, 3,2}
pt = [0, 7,1, 41 2 = [0, 2, 7,5}
Vektori intenzivnosti d* = ak — ﬁ", (k =1,2)su dakle:

dr =[5, —3,2, —41% & = (6, 1, —4, =3I
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-3,12

(2,-4)

Si. 1. — mreZa

Nadalje, vektori tro$kova su:

t =112 31,4, 3], = [2,4,52,1,2¥F
i vektor kapaciteta ¢ = {10, 11, 6, 8, 9, 3]
Matrica incidencije mreZe jest:

R —

1 1 0 0 0 0
1 0 1 1—1 0
0—1—1 0 1 1

0 0 0—1 0—I

e -—

a vektor k-ti tok @* = [@oF, P1a¥, ©On® @aa%, 02 03*15 k = 12.

Treba dakle rije$iti problem:

q
min  $° ¢ &~ cpk )
k=1

q _
Elcpkgc k=12
k=1
Ak = dk s k=12
ok = 0 s k=12

uvaZavajuéi prethodnu konkretizaciju. Rije§imo ga metodom dekompozicije.
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Inicijalna baza jest jedini¢na matrica 8-mog reda. Funkcija cilja eks-
plicite ispisana ima oblik

1 1 1 1 1 1 1 1 1 2
z:“,<t.¢1>+a,<t,¢,>+'_'+§N1<t.q’N1>+°‘,<‘f q;:)+
+ (e )+ .. ch oy, <o) FOe Ok ME ME

€y «+» E SU dopunske a & i & artificijelne varijable, dok je M dovoljno
veliki pozitivni broj. ’

Vektor [@,n] = [0,0,0,0,0,0, M, M7t simpleks multiplikatora odgo-
vara podetnom rjeSenju. Oznadi¢emo s (PP)) prvi a s (PPy) drugi potproblem
ito ga treba rjediti da bi se u svakoj iteraciji odredio vektor koji ulazi u
novu bazu. Prema tocki 4. slijedi:

1 — iteracija

(PP,) min (#—4¢, ¢") (PP,) min (2—1, ¢?)
At = d! Ag* = &
ot 2 0 o = 0
rjedenje: rjeSenje:
ot = 050020 2} ¢t =10601 0, 21"
A =13 —M<O AT =30 —M<0
Al < A

U bazu prema tome ulazi stupac A{ pa ga generiramo da bi odredili
stoserni element. Bazi¢ne varijable sada su g, &, -, g, ;! 1 &, Novi vektor

simpleks multiplikatora jest [¥, n] = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 13, M1 i odgovarajudi
potproblemi narecdne iteracije:

2 — iteracija

(PP,) min <&t —¢, ¢ ' (PP) min < 22—, 97D

Agt = d! Ao = d?
ot = 0 oz 2 0
rjefenje: rjeSenje:
ot = [500 20, 2]t o2 = 10,601,2 0, 21
At =13 —13 =0 _ At =30 —-M<O0

At < At =0
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U bazu ulazi vektor A§_ Novi vektor simpleks multiplikatora jest:

M
[l‘pr T]] = [Ov 0: 0: 05 07 15 - 27+ M, M]t

2

3 — iteracija
(PP;) min {#'—¢,¢'} (PP,) min {2—4{,¢?)

Agt = d! A2 = d?

et 2 0 e = 0

rjesenje: : ~ rjeSenje: .
o = [5, 0,0, 4,2, 0] | o2 = [0, 6, 0, 3, 2, 0]
Al = 37T — M <0 At =32 —-M< O

A2 < At

Novi vektor simpleks multiplikatora ima komponente:
[‘.[J, 7]] = (O; Ol 0: 01 OI - 11 151 32]t

kojima su definirani potproblemi naredne iteracije.

4 — iteracija

(PP;) min {'—4¢, o'} (PP,)  min {&—4, ¢
Aot = dt Ag® = d?
ot =2 0 o2 =0
rjesenje: rje$enje:
ot = (5,00, 2 0, 2] 92 = [0,6,0, 1,0, 2]
At =0 A2 =0

Buduci da je A! = A? = 0 postupak se zavr$ava. Optimalno rjeSenje pro-

blema (10) jest:

g =3 g5 = 8
1

szms e = "
% 2

E3=6 C!.llzl

Ni»—'
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odnosno optimalan nehomogeni tok .

o =a! - ot =[5, 0,02 0 21

o = a2 9F + 0 - 9 = [0, 6, 0, 2, 1, 11*

o =1(5002020¢6021 1y

Minimalni ukupni trodkovi iznose 44 noveane jedinice.

(2,-4)

Sl. 2. — Optimalan nehomogeni tok

Na sl. 2. u uglatim zagradama unesene su optimalne vrijednosti neho-
mogenog toka na lukovima mreZe.

Ako se radi o mreZi vecih dimenzija s vide od dvije vrste roba, onda
rapidno raste broj ograni¢enja a pogotovo broj varijabli te je postupak de-
kompozicije potrebno realizirati na elektronskom racunaru.

Visa saobradajna 3kola, Stjepan Skok
Zagreb
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