PREGLED NAUCNE OBLASTI

STOHASTICKO LINEARNO PROGRAMIRANJIE
NEKI PRISTUPI T PRIMJENE

Ivo GJENERO¥*)
UVOD

Primjena klasi¢nih metoda matemati®kog programiranja u problemima
optimalnog upravljanja u naj$irem smislu, pretpostavlja egzakino definirane
parameire u funkciji cilja i u ograni¢enjima. Na primjer, u primjeni metoda
linearnog programiranja na problem optimalne alokacije ogranitenih resur-
sa pored linearnosti tehnologije moramo pretpostaviti konstantnost svih pa-
rametara koji se pojavljuju u modelu. Svi rezultati dobiveni takvom anali-
zom bitno su ogranieni tom pretpostavkom. Analogna je situacija i u pri-
mjeni nelinearnog programiranja. Dakle, radi se redovno o problemima uprav-
ljanja uz potpunu odredenost, Takvi modeli, medutim, neée se modi primije-
niti u mnogim realnim situacijama u kojima postoje elementi sludajnosti ili
neodredenosti. Stoga se postavilo pitanje proSirenja postoje¢ih metoda ma-
temnati¢kog, posebno linearnog programiranja na slutaj kada parametri nisu
konstante, veé sludajne varijable s poznatim ili pak nepoznatim karakteri-
stikamna razdioba vjerojatnosti. Stohasti¢ko programiranje analizira probleme
matemati¢kog programiranja u kojima su parametri sluajne varijablie. Re-
dovno se pretpostavlja da su poznate karakteristike tih slucajnih varijabli
(zakoni razdiobe, momenti i sli¢no). Stohasti¢ko linearno programiranje po-
opéuje teoriju i metode linearnog programiranja u sludaju stohasti¢kih pa-
rametara, To je relativno nova disciplina inicirana radovima G. Tintnera, G.
Dantziga, A. Charnesa i W. W. Coopera. Da spomenemo osnovne smjerove
u razvoju te discipline.

. Ovaj rad treba da posluZi kao osnovna informacija o ovim problemima,
s time da ¢emo detaljnije razraditi samo Charnes-Cooperov pristup problemu,

L KLASIFIKACUA PROBLL;",MA I PRISTUPA PROBLEMU

Pod problemom stohasti¢kog linearnog programiranja pbdrazumjeva-mo
problem odredivanja (1 X I) vektora x, takvog da : :

*) Autor je suradnik u Ekonomskom institutu u Zagrebu. Rad je dio njegove magistarske
teze koja je obranjena u Postdiplomskoj $koli Jugoslavenskog instituta za ekonomska istraZivanja.
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max g = ¢’x (L1
uz uvjete
AxZ D (1.2}
x =0

adje je A (m x n) matrica, ¢ (n x 1) vektor, b (m x 1) vektor. Komponente
matrice A i vektora b i ¢ u opéem sluéaju su slu€ajne varijable.

Tedkoée koje se javljaju u rjefenju problema (1.1) — (1.2) nisu samo
u metodama rjedenja problema veé i u formulaciji problema dovoljno fleksi-
bilnoj da bi odrazila veoma osjetljive situacije planiranja u uvjetima rizika
i neodredenosti. Pod rizikom podrazumijevamo situaciju u kojoj imamo mo-
guénost na osnovu pokusa, statisti€kih podataka, istraZivanja procesa i sliéno
ustanoviti izvjesne karakteristike zakona vjerojatnosti pojedinih parametara-
4, b, ¢, dok pod neodredenosti podrazumjevamo situaciju u kojoj takve mo-
guénosti nemamo.

Na prvi pogled &inilo bi se prihvatijivo umjesto sluéajnih parametara

uzeti odgovarajude olekivane vrijednosti i problem (1.1) — (1.2) svesti na
problem

max Ec’x (1.3)
uz uvjete

EAxZED

x =0 (14)

te umjesto problema (1.1) — (1.2) promatrati obifan problem linearnog pro-
gramiranja (13) — (14). Takav postupak, medutim, rijetko kada vodi do
prilivatljivog rjefenja. Tako bi se eventualno moglo postupati u slucaju da su
svi elementi matrice 4 i vektora b konstante, dok su slu¢ajne varijable jedi-
no komponente vektora ¢, U slu¢aju da su neka ograniCenja stohasticka
ovakovo rezoniranje nas moZe dovesti do rjefenja koje ne zadovoljava ogra-
ni¢enjima, Opéenito, problemi se javljaju u vezi sa slucajnim ograni¢enjima,
jer se postavlja pitanje $ta je to mogude rjedenje. Da li je to determinirana
ili sludajna varijabla, da 1 mogude rjeSenje mora zadovoljavati ogranice-
nja pri svakoj realizaciji slu¢ajnih parametara ili se pak mogu prihvatiti
i takva rjeSenja koja neée zadovoljavati svako ogranidenje pri svim realiza-
cijama sludajnih varijabli A 1 b, take da na neki na¢in kompenziramo taj
eventualni nesklad. Nadalje je pitanje kako definirati funkciju cilja, Tu po-
stoje razli¢ite moguénosti. MoZemo za funkciju cilja uzeti funkciju E ¢’x, da-
kle ofekivanu vrijednost linearne forme — takve probleme cesto zovemno
E-modelima. MoZemo za funkciju cilja uzetl varijansu linearne forme, tzv.
V-model; linearnu kombinaciju o&ekivane vrijednosti i varijanse linearne for-
me tzv. EV-model; vjerojatnost da funkcija cilja premasi neku fiksiranu vri-
Jjednost, tzv. P-model; ofekivanu vrijednost funkcije korisnosti lineame for-
me tzv. U-model itd. Najcesée se definira rje¥enje kao determinirani vektor i
odgovarajuéa funkeija cilja te -se problem stohastitkog programiranja (1.1) —
(1.2) svede'na pripadni (u smislu definicije rjedenja i funkcije cilja) deter-
ministicki problem programiranja, koji najée¥ée pripada klasi problema neli-
nearnog programiranja. Rjedenje tog problema uzima se za rjeSenje polaznog
problema stohasti¢kog programiranja.
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Razliéite pristupe problemima stohastickog programiranja moZemo kla-
sificirati u tri glavna tipa.

a) Programiranje uz probabilisticka ograniéenja (chance constrained
programming) Charnes, Cooper /3, 4/. U ovom pristupu zamjenjujemo ogra-
ni¢enja (1.2) sa

PAx b} == ' (1.5

gdje P oznadava vierojatnost, dok je a (m x I) vektor s elementima
0= 0,2 1, (i=1,..., m). U toj formulaciji i-to ograniéenje je oblika

5

o
P(: a(jx;éb:) =y

Prema tome i-to ogranitenje moZe biti naruSeno uz vijerojatnost koja nije
veda od 1 — a;. U sludaju da neko ogranicenje ne sadrZi sludajne parametre,
to se ogranitenje svodi na ogranifenje oblika

P
i g x4 i bi.

Ukoliko neko ogranienje mora biti bezuvjetno zadovoljeno, tada za odgova-
rajudi a; uzimamo jedinicu.

b) Dvoetapno stohastitko programiranje. Dantzig-Madansky/10/, Ma-
dansky /17/. Opéa struktura dvoetapnog modela programiranja moZe se na-
pisati kao

Min (c’x + E min f'y) (1.6)
uz uvjete

b= An x (1.7)

by = An x + A y (1.8)

2= 0,y=0 (19

gdje su A,-J. poznate watrice, b: poznat vektor, b: sludajan vektor s poznatim
zakonom razdicbe, Pretpostavlja se da za svaki izbor x u prvoj etapi, postoji
bar jedan mogudi y u drugoj etapi (ti. pretpostavka postojanja permanentnih
rje$enja). Proces odludivanja provodi se tako da se prvo odabere x koji za-
dovoljava ogranidenja prve etape (1.7). Nakon tog izbora realizira se sluéajna
varijabla b i moguda je kompenzacija vektorom y == 0 nezadovoljenja poje-
dinih ograniéenja s odabranim x-om, uz trofkove »penalac dane s fy, gdje je
{ = 0 poznat vektor. Radi toga preinatujemo uobiajenu funkciju cilja ¢/x i
i za nowv funkciju cilja uvodimo ¢’x vide olekivane najmanje trofkove =pe-
nala«, tj. :
c’x + E min {'y.

c) Stohastitko linearnc programiranje. Razlidit pristup stohastifkom
linearnom programiranju kojeg sugerira G. Tintner /19, 20, 21/ usredotolen
je na odredivanje statistitke razdiobe funkcije cilja i na posljedice koje
takva razdioba ima na rjefenje problema, U ovom sludaju se pretpostavlja

STOHASTICKQ LINEARNO PROGRAMIRANIE 79

da je problem definiran s (1.1) — (1.2) i da su elementi 4, b, ¢ slu€ajne
varijable s poznatim zdruZenim zakonom vjerojatnosti

P (A Db, ) (1.10)

Ovdje razlikujemo dva pristupa — problem distribucije optimalnjh vri-
jednosti funkcije cilja i problem oéekivanih vrijednosti (Vajda /22/). U pro-
blemu otekivanih vrijednosti promatramo cptimizaciju otekivane vrijednosti
funkcije cilja. U problemu distribucije poku$avamo izvesti statistiCku raz-
diobu vjerojatnosti funkcije cilja z. _

Ukoliko se slu¢ajna varijabla pojavijuje jedino u funkciji cilja a ne
i u ograni¢enjima, problem se u znatnoj mjeri pojednostavljuje. Naime ne
postoje dileme oko mogudeg rjefenja. Skup mogucih rjedenja je konveksan
poliedarski skup D = {x{4x= b, x =0} kao i u klasitnom problemu line-
arnog programiranja i ¢itav problem se svodi na odredivanje vektoraxeD
koji optimizira funkciju cilja pridruzenu toj situaciji. Cesto se postupa na
ovaj nadin — promatra se korisnost svake pojedinaéne vrijednosti funkcije
cilja, tj. korisnost od ¢’x za svaki pojedini ¢ i uzima se ofekivana vrijednost
korisnosti od ¢’x preko razdiobe vjercjatnosti vektora ¢ i takva funkcija se
optimizira. Ako je funkcija korisnosti linearna s obzirom na funkciju cilja
&esto se problem svodi na optimiziranje skalarnog produkta od Ec i x, te pro-
blem postaje obidan problem linearnmog programiranja.

Cesto se uzima za funkciju korisnosti E (¢’x) i problem dce se svesti
na problem max E (¢’)x u sludaju da su ¢ i x nezavisni i nede biti nikakvih
teSkoca. Medutim, moZe se dogoditi da su pojedini ¢; zavisni o x; , tj. da
je ¢ xs = @ (x4, ¢5) odnosno E o5 (x4, ¢5) = fs (%) . U tom slucaju funkcija

cilja je ?f; {xs) te se problem svodi na

max {min) ?’f, (x5) (1.11)
xeD

Ako su f; (x;) konveksne funkcije po x; dolazimo do problema tzv.
separabilnog konveksnog programiranja koji se svodi (Charnes, Lemke /7/,
Dantzig /8/) na problem linearnog programiranja s velikim brojem varijabli
i neka dodatna ogranienja i da se rijesiti revidiranom simpleks metodom
ili na problem linearnog programiranja s omedenim varijablama koji se na-
rodito efikasno moZe rijesiti primjenom metoda dekompozicije (Dantzig,
Wolfe /11/). Radi ilustracije razmotridemo slijedeéi primjer (Dantzig /9/).
Neka je x; obujam j-tog dobra Koje se proizvodi u linearnom ekonomskom
modelu, te ogranifenja Ax <X b, x = 0 predotavaju proizvodne moguénosti.
Tro3kovi proizvednje jtog proizvoda sastoje se od tri komponente: ¢,; de-
terminirani trofkovi proizvodnje jedinice proizvoda, ¢, determinirani tro-
$kovi skladiStenja jedinice proizvoda preostalog nakon realiziranja slucajne
trafnje d, c,, troSkovi nastali uslijed nezadovoljenja jedne jedinice traZnje
dobra j. Tada se problem sastoji u minimiziranju funkcije.

P =? cot %+ T e E (g — dyxs > di) + Sj"Cul‘-'(d:'—x:lxt<¢1’4)
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sdje je E(A/B) uvjetna ofekivana vrijednost od A uz uvjet B. Ovaj problem
se moZe formulirati kao dvoetapni stohasti¢ki linearni program, Napomenimo
da S. E. Elmaghraby /i2/ ovaj problem, uz pretpostavke da su trainje poje-
dinih proizvoda nezavisne i da je funkcija razdiobe traZnje stacionarna u
vremenu, svodi na problem linearnog programiranja s omedenim varijabla-
ma, Na osnovu Elmaghrabyjevog modela J. Koenig /16/ razmatrao je optimal-
ni plan proizvodnje poduzeéa u naftnoj industriji uz sluéajou traznju,

Ponekad je zgodnije promatrati ne ofekivanu vrijednost veé varijansu
funkcije cilja, dakle upotrebiti V model, tj. promatrati problem

min V, uz ogranifenje E (c¢/x) = E*

gdje je E* neka zadana vrijednost. Takav problem se Cesto svodi na problem
parametarskog linearnog programiranja.

Poznat mi je jedan jedini problem s nelinearnom funkcijom korisnosti
(R. Freund /14/) u kome je bila rije¢ o maksimizaciji funkcije korisnosti obli-
ka 1 — e—s@’7 | gdje je vektor ¢ bio normalno rasporeden. Problem se sveo
na problem kvadratnog programiranja za &ije rjeSenje postoji &itav niz me-
toda (Beale /2/, Wolfe /24/, Frank i Wolfe /13/, Barankin i Dorfman /1/ itd.).

Prije nego predemo na detaljno razmatranje pojedinih pristupa proble-

mima stohastikog linearnog programiranja, razmotrit ¢emo jedan krajnji-

sludaj formulacije mogudéeg rjefenja. Neka matrica A 1 (ili) vektor & imaju
sluajne elemente, tj. neka su ogranifenja slutajna. A, Madansky 7/ uvodi
tzv. grubo rjeSenje (fat solution). Rezonira na ovaj nadin: Zelimo odrediti
vektor x prije nego znamo konkretne realizacije slucajnih varijabli A 1 b.
"Pitanje je da li rijefenje x zadovoljava ogranifenja. Za svaku konkretnu reali-

zaciju A i b skup mogudih’' x-ova je konveksan poliedari § = ﬂ {x]x>0 Ax<b}
je konveksan skup permanentno mogudih rjeenja. Optlmalno rje§enje pro-
blema je onaj vektor x £ S koji maksimizira funkciju cilja. Ako je X ¢ S i
ako je optimalan za ma koji partikularni problem, tada je x optimalno rjeSe-
nje ovako formuliranog problema. Pitanje je da li je S prazan skup. Nada-
lje, ako elementi od A i b mogu uzimati ma koje vrijednosti tada nam »fat«
formulacija neée biti od koristi. Cesto se postupa na ovaj nagin: Neka A°, b°
gine neki mogudi par, tj. neka je vierojatnost njihove realizacije pozitivaa.
Neka je x° rjeSenje problema max ¢’x uz Ax = b°% Ako je x° permanentno
r_\eSenJe tada je i optimalno rjefenje. Dakle moZe se postupati tako da se
tra¥i permanentno rjedenje koje je rjeenje determiniranog problema line-
arnog programiranja uz par A?, b%. Cesto se za A?, b° uzima EA, Eb uz uvjet
da je EA, Eb mogué par. Ako je x optimalno rjeenje determiniranog pro-
blema uz par A°, b° provjeravanje njegove optimalnosti s obzirom na pro-
blem stohastitkog programiranja svodi se na provjeravanje njegave perma-

~ nentnosti. Ako je ay< any < au S bi za svaki i, f, lal\o se vidi da je x
permanentno rjesenje &im je

Lo
m(;x [] Qg x; — bq] =<0
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Ako je broj realizacija od (4, b) konadan, moZe se postupiti na ovaj na-
&in: Numeriramo sve mogude realizacije (A, b),, (r = 1,..., R). Permanent-
no moguce rjefenje mora zadovoljavati nejednakosti

x=0, ArxZb, (r=1...R)

i na tom skupu ogranifenja maksimiziramo funkciju cilja, &ime se problem
svodi ma obi¢an problem linearnog programiranja ako je funkcija cilja
E (¢')x.

Rjegenje problema u »fat« formulaciji za sludaj da A i b imaju nepre-
kidne razdiobe vierojatnosti u literaturi se ne spominje. Izgleda da tih me-
toda i nema. Taj bi se problem u nacelu dao rijesiti aproksimacijom razdioba
za A i b diskretnim razdiobama s konaénim brojem realizacija, ali se postav-
Ija problem dimenzija pripadnog problema linearnog programiranja,

Rje3enje problema u razmatranoj formulaciji nije stohastiéko, problem
je sveden na determinirani problem linearnog programiranja zamjenom pa-
rametara njihovim pesimisti¢kim procjenama. Rjedenje se traZi u oblasti uvi-
jek mogudih rjeSenja, tj. dopustivih s vjérojatnosti p = 1. Ovakva formula-
cija je nedovoljno fleksibilna i svakom ograniCenju daje podjednaku teZinu,
Zapravo je to krajnji sluéaj Charnes-Cooperove formulacije u kojoj su sve
komponente vektora a jednake jedinici.

2. PROGRAMIRANIE UZ PROBABILISTICKA OGRANICENTA

2.1. Model Charnes-Coopera

U seriji ¢lanaka A. Charnes i W. Cooper /3, 4, 6/ razvili su formulaciju
problema stohasti¢kog programiranja poznatu kao »optimiziranje uz proba-
bilisticka ogranifenja« (chance constrained programming). Kako je veé re-
¢eno u toj se formulaciji problem (1.1) — (1.2) promatra 1 obliku

Optimizirati f(c,x) ‘ .0
uz uvjete ’

P(Ax<b) Za 22)

adje je f(c, x) odabrana funkcija cilja, P oznadava vjerojatnost, a je (m X 1)
vektor s komponentama 0 < o = 1.

Rjedenje x moZe se formulirati kao determinirani ili slucajni vektor i
autori se preteZno bave formulacijom vektora x kao sluéajnog vektora.

U sluéaju fiksirane matrice A i slu€ajnog vektora ogranienja b, pro-
blem se moZe svesti na problem linearnog programiranja. Neka je ¢(bi, bs,

bm) videdimenzionalni zakon vjerojatnosti vektora .b. Marginalni zakon
v_]ero_]atnosu komponente b; tada je

ot (b)) = J . j 2y ..., bm)Drdb_f. ’ (2.3)

6 Ekonomska analiza
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otuda imamo

B
J ot (br) dbe +

"

o1 (br) dbr =1 (24)

Li——g

za bilo koju vrijednost 13', Izradunajmo 5,- iz

bt
Jq: ) dbr=1— a; (2.5)

—=

to de bitl E, = E; (1 — ;) i nejednakost

P(E af,xjgb‘) = oy

J=i
ekvivalentna je nejednakosti

E ay X3 < bi (1 — ).
]

Ako za funkciju cilja uzmemo Ec’/x =/ x,
gdje je
y’.’c-‘——:(}lq « .. [vlcn) (26)
- vektor sredina komponenata vektora ¢. U tom sludaju problem postaje
max pe x
uz uvjete
Ax<b(l —a) 2.7

(Zahtjevi 2a nenegativnosti rjesenja obiéno se ugraduju u ogranicenja (2.2)
i prenose na ogranienja u (2.7)).

U prethodnoj formulaciji problem stohasti¢kog programiranja sveden
je na odgovarajuéi determinirani problem linearnog programiranja i rjeSenje
problema je determinirani a ne sludajni vektor.

Ponekad u problemima stohasti¢kog programiranja zahtjevamo da rje-
Senje uz ogranienja (2.2) zadovoljava i dodatne uvjete npr, da je x =

= ¢ (A b, c) (2.8)
_gdje je ¢ funkcija iz neke unaprijed zadane klase. Autori promatraju slucaj
x=Db o ' (2.9)
gdje je D traZena (n X n1) matrica elemenata d,j, Uz ovaj uvjet rjefenje pro-

blema x je sludajni vektor, ¢ije su realizacije definirane realizacijomn slucaj-
nog vektora. ogranifenja b.
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»E-Model«
Razmotrimo problem stohasti¢kog programiranja
max Ec'x
uz uvjete
PAxZ D)= « (2.10)
x=Db

Funkcija cilja je ofekivana vrijednost linearne forme, zato se i govori o E-mo-
delu, Za optimalno rjedenje zahtijevamo da pripada unaprijed zadanoj klasi
rjeSenja. Kao i ranije pretpostavlijamo da je matrica A konstantna, dok su
vektori b i ¢ slu€ajne varijable. Neka su vektori b i ¢ nekorelirani dok za
njihove komponente to ne pretpostavljamo. Da bi doSli do determiniranog
problema ekvivalentnog problema (2.10) uvrdtavamo izraz x = Db, tako da
funkcija cilja postaje
E(c'Db) = (Ec)'D(EDb) Co2a)
(radi nekoreliranosti vektora b 1 ¢). Ako oznaimo Ec = pc, Eb = s, to
funkcija cilja postaje g'e Dpe.
Problem (2.10) moZemo pisati u obliku

max p'e Dy
uz uvijete (2.12)

P(ADb< b) = a

U ogranifenjima je sadrzan vektor b i problem stoga jo§ nije determiniran.
Radi pojednostavljenja uvedimo oznake

b =0b —w

at=(ay , ..., () (2.13)

tako da je b centrirani vektor, a a’; i-ti redak matrice A, Pretpostavimo da je
vektor b normalno rasporeden.i)

Ogranicenja problema (2.12) moZemo pisati
P(ﬂ!Db—-bl =, i=1,. m
§to daje )
P (a's Db—b: £ 0) =P (bi—a's Db=0)=P (bi —a't Db’ = — pui 4 a's Do) (2.14)
Uz pretpostavku E (bi — a't Db’)? > 0, dobivamo
bi — a: Db 2' — ot -+ a't Dy >a

VE (b —a’ Db’ =V E (by— as Db*)e)

bi — a't Db'
= VE@® —a: Db
to je ¢ : N(O,1) to je i-to ogranifenje

¥ — 7
P C(E'—_:ﬂ;——m—-gy—b > o
"= VE @ — aDbR =

P (bi — a't Db* = — por-+as Dm:P(

Definiramo Ii

) a pretpostavka nije neophodna. Dovoljno je pretpostaviti da je zakon VJero_mlnosll
varuable (a’t Db* — bi*} simetri¢an i da je razdioba potpuno definirana s prva dva momenta,

6*
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ekvivalentno nejednadzbi
[ i a¢ Dpe (2.15)
VE @ — a’ Db
gdje je (x) Laplaceova funkcija.

Posljednja nejednadZba ekvivalentna je nejednakosti

— par 4 ar’ Dy
———————— < (D71 (] — _— 2.
VEG = arppp= " (e =—h (216)

. ! . s . L
U sluéajuas > ry {a samo taj slucaj ima praktiéno znacenje) je ki > 0. Kako
su veliéine %; poznate, moZemo sada formulirati determinirani ekvivalent
nadeg »E-modelax,

Ograni¢enja (2.16) uvodenjem novih varijabli v; moZemo pisati u obliku

— b ar DL — < —MYVE (i— a1 Db <0
ili pet — a Dps=m =k VE (0] — a1 DO = 0 (2.17)
Parove ogranicenja (2.17) moZemo pisati

— ay’ Dpe — vi 2% — pot

—kEE(bj—ar Db") 4+ vi2 =0 (2.18)

uz v =0, kao par ogranienja ekvivalentan (2.17) za svaki i. Uvedemo 1i
oznake

w (D) = E (bt — ai’ Db)

o2 (D) = E (ai Db — bi)? (2.19)
tada na¥ problem postaje

max pd Dy
uz uvjete »

b (D) — 9= 0
e (ust (D) — ot (D)) + w2 = 0 (2.20)
ve=0

Determinirani problem (2.20) je problem konveksnog programiranja u va-
rijablama D i v. Skup ogranienja p¢ (D) — w: == 0 odgovara konaénom broju
poluprostora prostora Rms+m  a njihov presjek je konveksan poliedar. Sva-
ko ogranifenje

kit (w2 (D) — o2 (D)) + w2 = 0

predodava unutra$njost »gomje,«- (u smislu osi v;) plohe dvoplo$nog hiper-
boloida, $to je takoder konveksan skup. Kako je presjek konveksnih skupova
.konveksan to je problem (2.20) problem konveksnog programiranja.
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»V-Model«
Uzmemo li za funkeiju cilja odekivanu vrijednost kvadrata razlike line-
arne forme ¢’x i zadanog broja c¥.x?, postupkom kao u prethodnom izlaganju
pokazuje se ckvivalentnost problema stohasti¢kog programiranja (V-modela)
min E(c¢'x — c¥x0)?

uz uvjete
PlAxZb)Za (2.21)
x=Db

i determiniranog problema konveksnog programiranja

min V(D) = min E (c'Db) — c¥x°)?

uz ogranicenja
(2.22)
we (D) — w0
ke (o (D) — o (D)) + vi* 2 0

Taj determinirani ekvivalent programa (2.21) opet je problem konveksnog
programiranja. Ogranienja su istog oblika kao i u (220), a razlikuju se
jedino funkcije cilja.

»P-Model«

Izratunati vektor x za koji se postife maksimalna vjerojatnost P da
linearna forma premasi zadanu vrijednost c*'x®

max P (c'x = ¢x°%) (2.23)

uz uvjete
PAx £b) =«

x = Db

Uvedimo slu¢ajnu varijablu

¢ Db — )lc' D‘Lb
T ="VE(c Db — pd Dy

(2.24)

i promatrajmo sluajeve u kojima # pripada normalpoj razdiobi. Otito je
En=20,E 5t = 1, tako da je uz tu pretpostavku nnormalna standardizirana
sludajna varijabla

VE({@Db—p D)~ VE (¢ Db—pd Do) -

_p - & X — P"’ pr
= \"=VE(e D» — us Doy

Ploxzc x)=P

) ( ¢ Db — plc Dy ¢ x°— pe’ Dy, )
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to se funkcija cilja moZe pisati

max P (n > ¢ X’ —pd Dy )

VE (¢’ Db — pe Do)t
$to je ekvivalentno s
CBI -tb — pcl D;J.b
V E (¢’ Db — o Dpa)?

mwn
ili, 8to je isto

we' Dypp — ¢ x° |
V E(¢"Db— e’ D)

max

Uvedimo nove varijable vo i e, tako da je

wot 2 V (D) = E (¢’ Db — pe’ Dpo)?
Vo =X pe’ Dty — ¢ x°
Ogranifenja problema prelaze u isti oblik kao i ogranidenja problema u slu-
¢aju E-modela, tako da se problem stohastitkog programiranja (2.23) svodi
na slijededi determinirani problem.
max VoW
uz uvjete
We Dpy — vo = ¢ &°
— VD) w0
pi (D) — v =0 (2.25)
ki [pe2 (D) — o2 (D)) + v2 = 0
=0, W =0
Interesantan nam je prakticki jedino sluéaj V(D) > 0, tako da je we > 0.
Transformacijom ¢ = //we rjeSavamo se razlomljeno linearne funkcije cilja.
Oznadinio i
5: D, v = 1V, Wo = W, =
V (D)y=E (¢ Db— I ¢ x°p (2.26)
"o (D) = E (ibs — a Db)e
Yt (D)= E (tb: — a’: Db)

u novim varijablama EU = { dy, ;i = 1v; problem stohasti¢kog programi-
ranja (2.23) svodi se na ekvivalentan determinirani problem konveksnog pro-
gramiranja.

max ve
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uz uvjete
we Dup — Do =1 0% x°
— VD +1=0

p (D) — =0

—
10
1]
-~

=

— ket (o2 (D) — et (D)) + v 2 0
t=0,mz0i=1,...,m
Pokazano je, dakle, da se uz prihvacene pretpostavke u svim navede-

nim slu¢ajevima problem stohasti¢kog programiranja svodi na problem kon-
veksnog programiranja koji moZemo rijediti npr. gradijentnom metodom (2).

Neke primjene

a) Problem planiranja proizvodnje. (Charnes, Cooper, Symonds /5/).
Odrediti kolicine proizvodnje x, homogenog proizvoda u T vremenskih pe-
rioda (¢ = 1,..., T), tako da se postigne minimalna vrijednost ocekivanih
ukupnih troSkova projzvodnje 4 skladistenja proizvoda i da se zadovolje
uvjeti:

1) potrebno je osigurati uz vjerojatnost ne manju odp} zadovoljenje
traZnje b, (t = 1,..., T), koja je sluajna normalno rasporedena varijabla.

2) zalihe u, na poletku t-og perioda se uz vjerojatnost ne manju od
p,2 moraju nalaziti u unaprijed zadanim granicama min { Umax.

Uvjete 1) 1 2) moZemo formulirati
P4 —b=0)=p
P (tmin =Xt 4ttt — bt < limaz) = pF (2.28)
= 0w=0t=1,...,T '
Zalihe 1, na podetku t-og perioda su na slijedeéi nadin vezane uz projzvodnju
i traZnju u prethodnom periodu

g = Xtey - Uiey — biy, aRO Je oy F ey — by Z 0
T 10, ako je vy bt — by < 0, t=1,..., T
xo = 0, bo = 0, tto zadana veliina,
odakle je ' (2.29)
e = max (xe-y -+ ey — b;__,, 0}
X0 = 0, bo =0, to zadano
Ozna&imo s ¢} i c;"' tro¥kove proizvodnje odnosno skladiStenja proizvoda u
periodu ¢, Trodkovi mogu takéoder biti sluéajne veli¢ine (npr. mogu zavisiti
o vremenskim prilikama).
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Problem moZemo [ormulirati kao E-model, tj. minimizirati

T T
E (z‘, gu+y, ¢ zu) (2.30)
1=1 t=1

uz ogranienja (2.28) 1 (2.29).

Kako se odluka x, donosi na pocetku perioda { na osnovu traZnje u
prethodnim periodima, to je x, funkcija slu€ajnih varijabli by, bs,..., b
Ako pretpostavimo da je ta zavisnost linearna, imat ¢emo

—1
xp == (o - E dy bt (2.31)

i=1

l=y =

To dodatno ogranicenje svodi problem planiranja proizvodnje na pro-
blem oblika (2.10), gdje je matrica D trokutasta matrica, Izbor d,; -ova, koji
osiguravaju minimalne oéekivane troskove proizvodnje i skladi§tenja proiz-
voda svodi se na taj na€in na problem konveksnog programiranja, kako je
to naprijed pokazano,

Ponekad je moZda svrsishodnije umjesto razmatranog E-modela, raz-
matrati V-model ili P-model. Naime planira 1i se proizvodnja vise poduzeda,
vaZno je osigurati jednoliku razdiobu trofkova medu poduzedima i umjesto
E-modela primjeniti V-model, tj. funkciju cilja (230} zamijeniti funkcijom

E(cx — c¥x%)2

gdje veli¢ina ¢/9x? definira planirane tro$kove proizvodnje i skladi$tenja pro-
izvoda, U slufaju kada je potrebno osigurati da trodkovi ne probiju neki
zadanj nivo, svrsishodno je primjeniti P-model.

b) Model investiranja uz rizik (Néshand /18/). Autor razmatra problem
investicione odluke uz uvjete neodredenosti, pa taj nacin da u Weingartnerov
/23/ model uvodi stohasti¢ke elemente. U podetku promatra »perfektno trii-
$te kapitala, pod &me podrazumjeva okolnosti da se na poletku sa komi-
tentima ugovara fiksna kamatna stopa r, koja se nede u bududénosti mijenjati
s traZnjom za sredstvima. U drugom dijelu rada autor se oslobada te pret-
postavke, Promatra n aktivnosti (j = /,...,n) i yremenski period od T je-
dinica vremena (f = 1,..., T).

Neka su
D: — sredstva stvorena u periodu ¢ u drugim aktivnostima a ne u
investicionim projektima koji se razmatraju;
a@j — tok sredstava prouzrokovan projektom j u vremenu f; poziti-
van znak oznadava izdana sredstva, a negativan dobivena sred-
stva;

v: — sredstva dana na zajam u periodu ¢ uz kamatnu stopu;
w, — sredstva uzeta na zijan: u periodu ¢ uz kamatnu stopu r;
r — kamatna stopa;
x; - prihvadeni dio j-tog investicionog projekta, x; = 0, xr= 1;
4; — ukupna vrijednost svih sredstava koja ce dati préjekt j u &
tavom periodu.
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Weingartner problem formulira kao

max 5=y ;X3 + V1 —Wr {2,32)
J

uz ogranienja

Vayx v, —w Dy
J

Soayxy— (1 + M) ey A (L 1) Wy + — =D
J

t=2....7 (2.33)
= 0u<ti,n=0,w=0

tj. maksimizira ukupna sredstva koja ce dati projekt u periodu T’ vide razli-
ka izmedu ulofenih i uzetih sredstava uz ograni¢enja da jzdatak sredstava
u svakom pojedinom periodu ne moZe biti vedi od priliva sredstava, U OYaj
model aulor uvodi stohastitke elemente. Pretpostavija se da su a; slu?aJne
varijable normalno rasporedene sa sredinama py 1 varijzgmanm o2, tj.' TS
N{wy ,oy2) i da su za svako pojedino ! sluéajne varijable a,; nezavisne,
Problem formulira kao problem stohastikog programiranja uz prqbablhstxcf—
ka ogranitenja. Umjesio ogranifenja (2.23) polazi od ekvivalentnih ograni-
denja

Yo ayxr 4 v —w =D

]

t 11 1—1 t—1

D S ay g — Sovird e oe—we < 50D (2.34)

I=]

=1 J =1 ==l

te u novoj formulaciji promatra problem stohastickog programiranja

maxE(E g x5 Vr—-wr) (2.35)

uz ogranicenja

P (E ag g vy — < Dx) = o (2.36)
i

—1 —i . 1—1 t
P(E Eaux:—-Evu‘—}-Ew« rdvi—w 5 ED()éu:
. I=1 f=t

=1 j ==
=01, n=0,wm=0,

gdje su ¢, zadani nenegativni brojevi koji nisu veci od jedan. Ekvivalentan
determinirani problem je

max Y, aj X3 4 VT — Wt , (2.37)
J
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uz ogranidenja
g
Dot ¥y vy — Wy, b 0 () \Eou =
J

-1 -1 — !
Yoy — S v D s vy — ok D1 () /2 o < 3D
1] i=1 i=1 ] =1

=001, 0, =0

-~

—

2.38)

U sludaju da se ne pretpostavi nezavisnost slu¢ajnih varijabli a,; u izrazima
pod korijenom dodi ¢e i kovarijanse, Model se mo%e progiriti i na slucaj da
je D, normalno rasporedenoc. Problem (237) — (2.38) je problem konveks-
nog programiranja.

2.2. Model Kataoke
Japanski matematiar S, Kataoka /IS/Vpromatra slijedeci model pro-
gramiranja uz probabilisticka ogranicCenja

max f

uz uvjete

Plcx < f) = f

PlAx< b) =« (2.39)
.E-model nije autoru izgledao, pogodan jer se u slu¢aju velike disperzije izrazi

¢’x mogu realizirati na niskom nivou. Stoga je formulirao furnkciju cilja u
navedenom obliku.

Pretpostavlja se da je A konstantna matrica, dok su & i ¢ slu¢ajni
vektori.
Pretpostavka 1. Vektor b je normalno rasporeden.

1z pretpostavke slijedi da je svaka komponenta vektora b normalno
rasporedena 1j. bir N (E, o»i?) tako da moZemo pisati

. bt —Di _ l‘.ac;x;—E Dayx— b
= aun X1 < bi| = P = =g (L
(Ej} 0= 1)—- ( = - )— ( o

Opy ot

= : t')

gdje je G (¥) = —sz exp( )dt

tako da je ograniéanje P (E ag v < DE) = oi ekvivalentno ogranicenju
- [

Tyi

G(? m’xj_b_f)Zar
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Sto daje
2 ay L bt + ot G () . (2.40)
]
kako je interesantan jedino sluéaj ¢; > 0,5, to je G™(x() = —g; < 0 tako da

(240) postaje
Eau.x;é by — qrao, qi >0
]
Uvedemo H vektor b* tako da je
be* = br — qi1 Snt (241)
ogranienje P(Ax < b) =a
moZemo zamijeniti ekvivaleninim determiniranim ogranienjem

Ax < b* (242)

Vektor ¢ je slu¢ajan vektor i neka je ¢ = Ec vektor sredina, V = E{c—c)
(c—c) = [v;; 1 pripadna disperziona matrica. Tada je

Ec'x = c'x,

Var ¢'x = E(c'x—c'x)* = x/'Vx.

Pretpostavka 2. Vektor ¢ je normalno rasporeden s vektorom sre-
dina ¢ i disperzionom matricom V.
. Cx—Cx _ f—0x N f—Cdx
Tad Plcx/)=P < = @ ([
ada je P(ex=/) (]/ X Vx = ¥ Vx) ( Ve Vx)

gdje je @ (x} Laplaceova funkeija, tako da uvjet P (¢ x < f) = § zamjenju-
jemo ekvivalentnim. uvjetom

ofl=Cx)_
Vx'qx- =P

ili f=7Jx+ OV Yy Vr (243)
Kako je interesantan jedino sludaj ,b’ < 05 to je@(B) = —g <0, te (243)

pifemo u obliku

f=dx—qg VX Vx, >0 (244)

Na osnovu 'izloienog problem (2.39) mo¥emo pisati u obliku
natf—-c’x—q]/ X'V .
uz uvjete Ax < b* (2.45)

=0,

'

gdje je g =— 01 (), gi = — G (o).
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Funkcija cilja u problemu (2.45) je konkavna funkcija, $to proizlazi iz kon-

veksnosti funkcije V' ¥'Vx, te se radi o maksimizaciji konkavne funkcije na
konveksnom skupu, tako da je svaki lokalni maksimum problema ujedno i

globalni maksimum. Kataoka /15/ daje iterativou metodu za rjeSenje tog
problema.
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