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special methods, concerns himself with the determination of demand
function, supply function, and the cobweb model they form. The du-
ration of the cycle is a data, and the problem to be solved is how to
eliminate time as the factor expressing most of the changes of demand
and supply. Dununy variables are also used in order lo eliminate some
changes in the Yugoslav agricultural policy, The demand and supply
functions that theoretically determine the action of the cobweb model
are constructed on the basis of cleaned data. There are expected diffe-
rences between the true real shiftings of the quantities and prices and
the dynamic path resulting from the cobweb model determined by the
demand and supply functions.

In order to evaluate reasons for such a disagreement between the
theory and the statistical results, in the second part of the article, the
author discusses the fulfilment of the theoretical conditions for the
action of the cobweb model. The main problems concerned in this part
are the problem of identification of the demand and supply funciions,
and the problem of changes in both functions that, du€ to a number of
reasons, cannot be successfully removed from the data. Although the
established shiftings are predominanily in consistence with the theore-
tical requirements, the main conclusion is that the action of the cobweb
model cannot be empirically well determined because the »dynamics«
model is based on the static demand and supply functions.
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PROGRAMIRANJE SA RAZLOMLJENO LINEARNIM
FUNKCIONALIMA

Ljubomir MARTIC*)
1. Uvod

Kad se izvjestan broj problema u dovoljnoj mijeri izuéi i znanje o nji-
ma se donekie zaokruZi, nastaje moguénost a i potreba da se dostignuca pre-
gledno izloZe i sistematiziraju. Takav ¢as &ini nam se, nastupio je za onu vrst
nelinearnog programiranja koja bi se mogla nazvati razlomljeno linearnim
programiranjem. Radi se, naime, o problemima optimizacije razlomljeno 11—
nearne funkcije (funkcionala) sa linearnim ograni¢enjimat).

Prva posebna studija o tim problemima pojavila se 1960. godine pod
naslovom »Hiperbolitko programiranje«. Njezin autor Bela Martos objasnio
je da je uzeo taj naziv zato §to razlomljeno linearna funkcija jedne varijable
ima za graf hiperbolu. No, iz takvog naziva moglo bl se pomisliti 1 nesto
drugo, naime da je funkeija cilja ili kriterija programa — hiperboli¢ka funk-
cija (shx ili chx, recimo). U svakom sluCaju naziv »hiperboli¢ko programira-.
nje« driimo da nije najsretnije izabran.

Prvi primjeri razlomljenog programiranja zabiljeZeni su u okviru teo-
rije strategijskih igara u radu IsbeHa i Marlowa »Attrition Games«, publici-
ranog jog 1956. godine, Isbell i Marlow svode optimiranje razlomijeno linear-
nog funkcionala na optimiranje niza razli¢itih linearnih funkcionala. Line-
arni funkcional u ‘svakom stadiju toga konvergentnog iterativnog procesa
odreden je optimizacijom funkcionala u prethodnom stadiju. U sudtini na
isti nadin- pristupa problemu razlomljeno linearnog programiranja W. Din-
kelbach i jo¥ neki autori. U tredem odjeljku prikazat ¢emo Dinkelbachovu
metodu kao najboijeg predstavaika toga pristupa rjeSavanju problema raz-
lomljeno linearnog programiranja.

U &etvrtom odjeljku obradena je Mautoseva metoda, u stvari jedna mo-
difikacija simpleks metode za linearne programe, koja koristi gradijent funk-
cije cilja. To mije jedina gradijentna metoda razradena za ovaj slucaj ali je
svakako najjednostavnija.

U petom odjeljku pokazat demo kako su A. Charnes i W. W. Cooper
na jzravan nadin zamijenili problem razlomljeno linearnog programiranja

*) Autor je profesor Ekonomskog fakulteta Sveutilista u Zagrebu.

1) Funkcional je drugi naziv za funkciju definiranu na vektorskom prostoru a sa vrijeds
nostima u polju skalara (usp. S. Kurepa [20], str. 117).
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za najvife dva problema linearnog programiranja koji se razlikuju jedan

od drugoga samo u promjeni predznaka u funkcionalu i u jednom ogranide--

nji. Njihova transformacija varijable je jednostavnija od transformacije
§to su je neSto ranije upotrebii M. Klein i C, Derman.

Iz naziva ostalih odjeljaka jasno je o &emu se u njima radi. Istaknimo
samo da su u Sestom odjeljku verificirana sva tri algoritma (Dinkelbachov,
Martosev i Charnes-Cooperov) na jednom numerickom primjeru, a usput je
prikazana | jedna geometrijska metoda te data geometrijska interpretacija
razmatranog ilustrativnog primjera.

2. Primarni i dualni problemi

Problem razlomljeno linearnog programiranja moZe se ovako for-
mulirati: '

c'X
(N Mnx—'—u}-—cu
D' X 4-dy
@ AX < Ay
@) X=0
gdje je
cl B di - -‘1 I
Cy dy X
C=| - , D= . I X=
_Cn _ dn | o

dok je A-matrica [aylreda (m, n), 4o je m-dimenzionalni vektor a co i do su
skalari.

Sa gledista praktiéne primjene interesantian je ovaj slucaj:

(a) Skup moguéih rjefenja S= {(XAX< Ay, X= 0} je neprazan i og-
rani¢en (u smishi da je distanca jzmedu dvije proizvoljne tacke iz S manja
od nekog unaprijed datog pozitivnog broja). Inage je S, kao $to znamio, kon-
veksno 4 zalvoreno (jer sadrii sve svoje granidne tagke). Prema tome, S je
konveksni poliedar, dakle ima konagan broj ekstremnih tadaka i svaka tacka

od S je neka konveksna kombinacija ekstremnih tacaka. :

. (b) DX 4+ do > 0 za svako X € S. Prema tome, funkcija cilja je konti-
nuirana 1, jo§ viSe, njezin nazivnik je pozitivan.

) U slu€aju kad ncki ekonomski problem dolazi u obliku (1) — (3), prvi
uvjet znadi da nijedna od ekonomskih aktivnosti koja ima da bude progra-
mmirana ne moZe biti neogranicena. Drugi uvjet iskljuuje mogudnost da vri-
J‘cdnost programa postane infinitna. Vidimo, dakle, da oba uvjeta odgovara-
Ju prakti¢kim pretpostavkama. $to vide, jedino ovaj slucaj ima prakticki
znadaj,

Nazivnik D'X + d, moZe se interpretivati kao vrijednost ulaganja za
ostvarenje programa X. U tom sluéaju brojnik C'X + ¢o predstavlja ekonom-
ski efekt toga ulaganja. Prema tome, problem se sastoji u tome da se nade
takav program proizvodnje X da omjer efekta i investicija bude, u datim

PROGRAMIRANJE SA RAZLOMLIENO LINEARNIM FUNKCIQNALIMA 318

uvjetima, $to vedi. Radi se, dakle, o problemu maksimizacije efikasnosti
investicija. Ako je, na primjer, d; li¢ni dohodak po jedinici proizvoda x; i ¢
cijena te jedinice, tada je funkcija cilja pokazatelj produktivnosti rada.

Vratimo se opet na uvjet (&). Ako pretpostavimo da je raziomijena
funkcija (1) neprekidna nad S, tj. da je D'X + do # 0, dovoljno je jo§ pret-
postaviti da postoji bar jedna tacka X iz § u kojoj je nazivnik pozitivan, pa
da taj nazivnik bude pozitivan za sve lacke od S. To slijedi, s jedne sirane,
iz kontinuiranosti nazivnika i, sa druge stfang, iz konveksnosti podrudja nje-
gove definicije. Naime, ne moZe nazivnik u dvije ta¢ke od S imatl razlidite
predznake, jer bi u nekoj tacki na njilovoj pravocrinoj spojnicl imao wnijed-
nost 0, a to je protivno pretpostavei o neprekidnosti funkoije cilja. Kad bi
nazivnik bio negativan, pomnoZili bismo brojnik i nazivnik sa —I1, pa bismo
opet imali ispunjen uvjet (b). Prema tome, taj uvjet ne umanjuje opcenitost
razmatranja?).

U mekim primjenama maksimizira se ili mdnimizira kvocijent homoge-
nih linearnih formi a uvjeti su dati u formi jednadZbi. Taj specijalni sludaj
pojavljuje se u ovom obliku: ’

4 Max 9-1—1\:
) . e
(5) . AX= Ao
(©) Xz0

a moZe se notirati i ovako:

n
3 s
=1
n
3 dyxy

j=1

Max

n
S agxy=awh (=1, 2, . .., m)
J=1

xi=z0, (j=41L2...,n)

Ako problem (4) — (6) oznadimo kao primarni, postavlja se pitanje kako
jzgleda mjegov dual. Odgovor na to pilanje dao je indijski matematidar Kanti
Swarup {31]. ProSirujudi koncept dualiteta iz linearnog programiranja, Swa-
rup je formulirao dual problema (4) — (6), kako slijedi:

. ASU
- Min YT
) Ao V(A U — C)— Ao U(A V — D) =0
@ , Ad V=0
(10) Ad U 1 A’V nisu simultano jednaki nuli.

2) Jz ovoga smo rekli slijedi da bismo uvjet (b) mogli zamijeniti s ovin blaZim uvjetom:

(cy Sﬂ{,\']D’X+d,,=D}_,-J_-u,
pdje je v prazni skup. Skup § nema zajednigke tagke sa skupom nultaaka nazivaikal Drugim ri-
Je€ima, u skupu S ne nalazi se takav X koji poniftava nazivnik. Iz konveksnosti skupa S slijedi
da nazivoik funkcije cilja na skupe § ne mijenja predznak,
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Dual se moZe notirati takoder i ovako:

m

> fiow

Min =L
m

E o V3

Lol

m [ m m
()3 Qio f’!) \ Z, ajs; lfr—q)—(E Qo lle) (E asn vi— (l;)zo

i=1 =l =1 =1

(=1,2,....1

m
> awviz0, ali
I=1

mn n

3 aww i 3 aw v nisu simuoltano jednaki 0.
t=1 I=1

Primjecuje se da je dualni problem konstruiran do izvjesnog stupnja na
sli¢an nadin kao dual problema linearnog programiranja. Maksimumu kvo-
cijenta homogenih linearnih formi u primarnom problemu korespondira mi-
nimum {akvog kvocijenta u dualnom problemu. Nema restrikeija na pred-
znak dualnih varijabli u,, v, buduéi da su uvjeti u primarnom problemu u
formi jednadibi. Vektor A, iz uvjeta primarnog problema preao je u funk-
ciju cilja dualnog problema, dok su vekiori koeficijenata C 1 D varijabli iz
funkcije-cilja primarnog preli u uvjete dualnog problema. No, lako se za-
mjecuju i razlike. Na linearnu formu u nazivaiku funkcije cilja u dualu po-
stavlja se blaZi uvjet od onoga §to stoji na odgovarajudu linearnu formu u
primarnom problemu. Zato je i bio potveban uviet (10). Nadalje, broju m
uvjeta primamog problema odgovara dvostruko vedi broj, tj. 2m dualnih
varijabli, Najveda razlika je ipak u tome $to dual ima nelinearna ograni-
cenja (8). ,

K. Swarup je istra%ivao I veze izmedu primarnog 4 dualnog problema
i dokazao ova tri teorema:

1. Ako je X moguce rjeSenje primarnog 1 U, V moguée rjefenje dual-
nog problema, tada je

S OX AU
<
DXT AV

2. Ako je X mogude rjedenje primarnog i U, ¥V moguée ricfenje dual-
nog problema tako da je

[0 1? A U

DX AT

tada su X i{J, V oplimaina rjedenja.
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3. Ako primarni problem ima optimalno rjeSenje, 1ada i dual ima opti-
malno rjeSenje i dva optimuma su jednaka, io jest
c'X Al U

Mo M Ay

Analogne teoreme, kao $to je poznato, imamo u linearnom programi-
ranju. (Usporeditiz Lj. Martié¢ [21], str. 78—79).

Nadalje Swarup je pokazao kako se iz poznatog optimalnog rjeSenja
primarnog problema konstruira optimaino rjeSenje duala. Neka je X 5 opti-
malno bazi€no rjedenje primarnog problema, gdje je B oznaka za bazu. Ako
su Cp i Dp vektori koji sadrie koeficijente bazi¢nih varijabli u brojniku
i nazivniku od (4), tada Je

U'=Clg B, V=D'g B!

optimalno rjefenje dualnog problema.

3. Metoda Dinkelbacha

W. Dinkelbach [8] razvija svo] nadin rjefavanja problema (1) — (3),
polazedi od toga da je, u datim uvjetima, svaki lokalni maksimum funkcije
cilja ujedno i globalni maksimuma3) Iz pretpostavke da je skup mogudéih rje-
Senja S ogranien i zatvoren a funkcija cilja kontinuirana na S, zakljuduje
da maksimum egzistira. Sada mu je jo¥ preostalo da dokaZe da funkcija cilja
ima maksimum u bar jednoj ekstremnoj tacki skupa S. Ovdje treba napo-
menuti da je B. Martos prije Dinkelbacha to uéinio na sasvim drugadiji
nadin.t)

Problem se, dakle, svodi na to, da se odredi eksiremna tatka Xv skupa
S na kojoj je funkcija cilja (1) maksimalna. Ako se funkcija (1) oznadi sa
£(X), njezina vrijednost na proizvoljnoj ckstremnoj tacki X, je z(X ) ilf
kraée zy. Dinkelbach polazi od te vrijednosti kao &vrstog parametra i kon-
struira pomodéai problem, kako slijedi:

(1) Min L(X, 29) =29 (D' X 4= dho) — (C' X co) = (v D' —C) X -} 2y dlo — o

(12) : AX < Ao
(13) . A=0 .
Ako je L (X,, z,) = 0 minimum, tada je X optimalno baziéno rjeenje

problema razlomljeno linearnog programiranja (1) — (3). U protivhom slu-
¢aju ide se od ekstremne tadke X'y, prema simpleks metodi, do tacke X,
iodredi z,,; = z(X,,;). Tadaje z,, > z,, S3tose moZe lako dokazati
(vidjeti [8], str. 144).

Proces rjeSavanja moZe se opisati na slijededi nadin. Sastavi se sim-
pleks tabela za pomodni problem (11) — (13) 1 pode se od neke ekstremne

3) Dva razli¢ita dokaza za tu tvrdnju dall su jo$ B, Kreko (19) i K. Swarup [27].

4) Dinkelbachu je bio poznat taj M'nrtosc\'_ rad, O tome svjedodi jedna komunikacija A.
Charnesa i W, W. Coopera [6]. Oni navode dn ih je W. Dinkelbach uputio na Martosev rad'a C.
van de Panne na Dinkelbachov. No, do tada (1963) nisu bili u prilici da imaju prijevod Martose-
vog rada sa madarskog. Taj prijevod je, naime, publiciran tek 1964 (vidjeti: B, Martos (24] —
u popisu literature),
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tatke Xi, tj. od inicijalnog bazi€nog rjeenja. Koeficijenti varijabla u funk-
ciji oilja L su komponente vekiora zi D' — C. Vrijednost parametra z: od-
redi se prema (1), tako da je L{X1, z1) = 0. Primijeni se algoritam simpleks
metode za slu¢aj minimuma i dobije rjefenje Xo. Ocigledno je L(Xa, z1) < 0.
Tz L(Xz, z2) = 0 ili iz (1) jzradina se za, Zamijene se koeficijenti u funkciji
cilja sa komponentama vektora z: D' — C'. Opet se primijeni simpleks meto-
da pa se dode do tredeg bazi¢nog rjeSenja Xs itd. Tako se mastavi sve dok ne
nastupl slucaj kad se L ne moZe vife smanjivati 4 samnim tim z se ne mofe
viSe povecavati. To je znak da je optimalno rjeSenje dostignuto.

Sli€nu parametarsku procedurw razvili su ranije J. R. Isbell i W. H.
Marlow [11] a poslije Dinkelbacha madarski matematidar Janos Stahl [26].
Svodenje problema razlomijeno linearnog programiranja na probleme para-
metarskog linearnog programiranja obradivano je u knjizi E. G. Goljiteina
i D. B. Judina [14] i u radu H. C. Jokscha [13].

4, Metoda Martosa

B. Martos [22] je prvi uofio da su ispunjeni svi preduvieti da se pro-
blem (1) — (3) uz pretpostavke (a) i (b) rijedi simpleks metodom. Svaki lo-
kalni ili relativni maksimum od z je globaini maksimum. Skup moguéih rje-
senja S je konveksni poliedar a bar jedna od njegovih ekstremnih tacaka je
optimalna, Kako do¢i do nje? Prema simpleks metodi polazi se od jednog
‘baziénog mogudeg rjedenja. Uz pretpostavku nedegeneracije tom rjeenju od-
govara fjedna ekstremna tacka skupa S. Od le tacke prelazi se na drugu eks-
tremnu tadku u kojoj je vrijednost funkdije z veda, Drugim rijedima, od jed-
nog bazi¢nog rjeSenja prelazi se na drugo, bolje rjeSenje. Kako? Izmijeni se
jedan vektor u bazi. Za to Areba imati kiiterij za izbor novog vektora, Upravo
taj kriterij je Martos razvio i ugradio u algoritam simpleks imétode. U tome
“se i1 sastoji njegova modifikacija simpleks metode.

U ‘nastavku ovoga odjeljka izlofit ¢emo u detalje Martosevu modifi-
ciranu simpleks metodu, dopunjujuci je sa nekim novijim rezultatima.

Pretpostavimo da su ogranifenja veé dovedena u formu jednadZbi, to
jest da je AX = Ao Uzmimo nadalje da imamo jedno pofetno bazidno rjele-
nje i da je to rje$enje nedegenerirano. Neka je u prvoj bazi prvih m vektora
Ai, (i =1, 2,..., m). Svaki od preostalih vektora A,, (j =m + 1,..., n) iz
razit demo pomodu bazi¢nih vektora ovako:

m
A=), ly A
1l
i i 3
m
’ Aa':E lic A(
=1

Sada éemo definirati slijedede veliCine:

m m

=3, o ly, =3 ciltoCo
{=l =1
m m

z2=3 dily, 22=3" di lo4-da
=i =1
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Vidimo da je 7'zt vrijednost funkcije cilja z za prvo bazidno rjeéenje Xg=
= [tyg, fagrreer tmor 0, 0,..., 01
Zatim ¢emo definirati veli¢inu 4+, kako slijedi:
Ay=1z} (22 — dj) — 22 (z)) — &)

Sve te velidine razmjestit ¢emo u simpleks tabelu koja je sasvim sli¢na
onoj iz linearnog programiranja.

ce Co ! €, €z Cm Cmsl c e Cr v e Cn
di do dy dye o s dn dm+) .o dy e ln
T
Baza Aa A1 Ag o v Am Am+1 ca A o dn
[ dy Ay f1e 1 0... 0 ly,ms, [P oo
Co dz A2 fn 0 ) B 0 '2, m+yq . e fga . Izu
C‘m C;m ‘A.m l.mo 0 0.. 1 lmomst oo dms v o s limn
! _1 JS
zii—cy zt 0 0... 0 ] —Cm+1 s« o L“—Cl s e 2y n
2 2
z2—dyl =2 0 0... O ‘7:2u+1_‘d'"+1 e z’-—d‘ ... 2 tIn
Ay =122 0 0. 0 8,41 A R VS

Uzmimo sada u razmatranje stupac s+i uo&imo u njemu pozitivne eleme:n;te

t, > 0. Podijelimo svaki od elemenata vektora A, s odgovarajudim pozitiv-
! - . = .- - -

aim elementom od A, 1 nadimo minimalni’kvocijent, tj.

. !
, !'_"=mm_'.‘l=0, (“'>0)
lre il

Pretpostavili smo da je pofetno bazi¢no rjefenje nedegenerirano, to jest
e > 0 za svako i. Prema tome je0 > G

« Ako izaberemo vektor As da zamijeni vektor Ar u bazi, tada e se
promijeniti vrijednosti linearnih formi 2! i z2, u z2'—0 (z'—¢) odnosno
22— 0 (22 — dj). Nismo rekli da su viijednosti tih formi porasle, ve¢ samo
da su se promijenile, Porasle bi da su 2l —e <01 22 —d,; <0, no tonas

B

ovoga momenta ne zanima, Nas zanima kada ==

raste. Drugim vijeci-
22

ma, zanima nas fje i
2 —0(zt —¢) 2

2—0 (22 —dp) 2%

6 Ekopomska analiza
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Ako o jest, takva Jzmjena baze bi nas pribliZila malcsmnlno_] vrijednosti
furikcije z. Da to 1sp1t'1mo svedimo lijevu stranu na m_ledmokl nazivaik,
to jest

6— ‘zli"‘!_[ri —_— 2 _—;l._-;. .

L (=2 — ) = ff.".-.c’.).]>o

22 (270 (zﬁ—d: N

No 22501 22 —=0 (zj2— d) -0, jer su-nazivnici {un]\cue c11_]a pozmvm
za sva moguda rjeSenja. Nachlje je g > 0. Ostaje da je-

- 2 (2 - 2 (S G O
il . 2
A_j >0
Tako smao dosii do krilerija za izbor vektora u novu bazu. MoZe se pokazati
da je-za optimalnost rjeSenja dovoljan ovaj uvjet:
Ay 0 za svako j.

K. Swarup [27] je pokazao da je A; > 0 u ova tri sluéaja:
T shudaj

z2—dy <0
(z* —cp) [ (2% — dg) > =[z?
I slugaj o
SR e Zr—dy >0
(29 —c) [ (22— dyy < 2fz%
IIY sludaj '
- ; trozr—dy=0_ . . ..

o< . - T

Na kraju treba napomenuti da postoji jo§ jedna meodificirana metoda
sli¢na Martosevoj, koja taKoder koristi gradijent funkcije cilja. To je metoda
Gilmore — Gomorya [10]. U odjeljku 7 prikazat é¢emo u kkome su kontekstu
ti autori razmatrali problem. razlomljeno linearnog programiranja.

~S5 ‘Charn e*s:.@(.)op erova metoda -

A. Charnes i W. W. Cooper.[4, 6] sveli su problem (1) —-(3) uz pret-
postavku (a) 4 (c), koristeci transformaciju ¥ = (X, na ova dva ordinarna
prob]em't linearnog plocramlranyz

(14).’:' o ) C Max (G b)

{15) AY —Act<<0
(16 C DY Ded=1, .

TITIE FRRZIPLONIL
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(7 Y, >0
i
(18) Max (— C'Y — o 1)
(19) _ o AY— A1 =<0
(20) —D'Y—dot=1
21 - =0

Kad je predznak brojmika ili nazivnika poznat a priori, tada se redukcija
vr$i samo na jedan od ta dva problema linearnog programirvanja. To slijedi iz
¢injenice $to je

C' X+ c D' X+ do

max ————— = max (Cat!
D'X + do C X+ co

U slu¢aju da je dspunjena pretpostavka (b), zamijeni se problem (1) — (3)
sa problemom (14) — (17). Ako je nazivnik negativan, zamjena se vrdi za
problem (18) — (21). U svakom moguéem rjelenju problema (14) — (17) i
(18) — (21) je t > 0. Ako je ¥*, t* optimalno rjeSenje jednog od tih problema,
tada je

i
Xt=—1Y*

optimalno rjeSenje problema (1) — (3).

Na kraju ovoga kratkog pregleda usporedit é¢emo sve iri prikazane me-
tode sa gledi$ta njiHove praktiéne upotrebe. Glavna komplikacija kod Dinkel-
bachove metode je u promjeni koeficijenata u funkciji cilja. Modificirana
metoda Martosa zahtijeva samo ne$to vedi broj operacija nego obi¢na sim-
pleks metoda kad se primjenjuje na problem linearnog programiranja istoga
opsega. Charnes-Cooperova metoda dodufe radi samo sa neznatno veéim mo-
delom (jedna varijabla i jedan uvjet vi¥e) od originalnog. No, upravo taj
uvjet pravi nepnilike kad se procedura zapotinje. Naime, on ima oblik jed-
nadZbe pa je potrebno dodati jedan artificijelni vektors) Zatim pogetni pro-
gram je degeneriran pa je poirebno primijeniti melodu perturbacije. Sve i€
potegkode, medutim, dolaze do izraZaja samo kod ruénog rada. Kad je pri
ruci elekéronski radunski siroj, prednost Charnes-Cooperova nadina rje$ava-
nja je neosporna, jer svaki i majmanji numericki centar raspolaZe sa pro-
gramom za neku metodu §to rjeSava probleme linearnog programiranja.

6. Numeridki primjer

Razmotrimo ovaj jednostavni problem:

2x 42— 1
N . I\'f{l,\z:—'-——.xl + 2 . ! "
- LT S +'2-Uz+3 sl SR

5) Cim taj vektor izade iz baze, varijabla t postaje pozitivna, tj. baziZna, i takva “ostaje
u toku &itave procedure,

6*
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3y 4x,<<24
2y — 0SS
Xy, X, =0
Ako supstituiramo x= x1 i = x2 u funkeiju cilja i napidemo je u implicit-

nom obliku, dobijemo

x2+2y2+32—2x—2y41=0

To je specijalan slu¢aj plohe 2. reda u karterijskim koordinatama x, ¥, Z.
Opdéi slucaj, naime, izgleda ovako:

ayx2-f agpy? L a3 22 - 2815X9 + 20,332 - 20532 - 24,3 - 245,y -k 20,2 - a =0

Usporedujuéi te dvije jednaibe, vidimo da je ay = ap = a3 =a,=0

,
ay3 =?, my=—1, =1, gy =—1, n:”=zi ag=1.

Koeficijentl ay (i, j = 1, 2, 3, 4) mogu se svrstati u kvadratnu shemu
(determinantu) det(M) koja je simetriéna prema glavnoj dijagonali, ako
uvedemo jof velifine: ay ==ayy, a5 =04, ay; =3y, g = Goy, Ay =1y, a3 = ay,.
U nasem primjeru je

! | H i
Q4 Qyp Qqy Oy | * 0 0 5 ! !
oy gy Qp3 Q 0 0 1 —1 !
det (M) = 2y (lag Qg “i=} X ; |=_J_
. Ay, Qg Oy, Oy | 1 = N l 4
3 2
Qg Quz Qg Ay i | =1 =i 5 1 l

dok je subdeterm'nanta (i ujedno kofaktor) elemenata au, tj.

1
Gy Gz Gy 00 - I
Mo =| Gy Qo Qg | = e 0 i =0
1
| Gat G2 Az > . l

Tzlazi da je det(M) > 0 i Mu = 0. To su nu¥ni i dovoljni uvjeti da ploha 2.
reda bude hiperbolitki paraboloid. Prema lome funkcija cilja u razmatra-
nom problemu predstavlja hiperbolic¢ki paraboloid.

Na slici 1 prikazan je skup S svilh mogudih rjefenja nafega problema.
S je, kao 3to se vidi, Eetverokut sa vrhovima u tadkama A (0,0), B (0,6),
C (4,3) 1 D(2,5; 0). Vrijednost od z ma tim ekstremnaim tafkama su redom

111

3 15 13 TS Prema tome, maksimum je jednak | a optimalno rjeSenje
vektor [4,3].
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Sada ¢emo pokazati kako se na¥ problem moZe graficki rijesiti. Na sl.

1 se vide tri pravea Sto se sijeku u tadki (4; — 3,5). Njihove jednaZbe su
-——;- (X4 2x24-3) = 2204222 — 1, % (1+2x4+3) =2xa+2x — 11
N4 2x243=2x 4+ 2x — 1. Na tim pravcima je, dakle, vrijednost funkcije
¢ konstantna i jednaka — % %odnosno 1. U presjecistuy, odigledno je vrijed-

nost od z neodredena. Drugim rijec¢ima, tacka (4; — 3,5) je nultacka i broi-
nika 1 nazivnika, tj, rjeSenje sistema: 2x1 +2x2 — 1 = 0, x1 222 43 =0,

1
Kad se pravac sa z =—7 poéne vrtiti nad skupom S oko tatke (4 — 3,3)

(4,-35)

Sl 1

u smjeru kretanja kazaljke na satu®), vrijednost od z postaje sve veéa. U kraj-
njoj tacki C od S, u kojoj pravac napusta S (tj. tangira S), nalazi se opti-
malno rjeenje. U to] ta¢ki vrijednost od z je maksimalna.

8) Treba primijetiti da smjer vrtnje zavisi od toga gdje je tadka ok;) koje se pravac vrii.

Da je u nasem slucaju ta tacka bila, recimo, u 2. kvadrantu, uzeli bis.rno pravac koji prolazi kroz
ishodidte i poleli ga okretati u smjeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu.
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Dinkelbachovo rjeSenje:

|
zlz—?, C'=[22}, D'=(12)

Co=-=11do=3

. 7
Min [(z; D'—C"Y X 3 5, do — Co} = Min (—‘ Eiailn %.t‘l)

TR T

oy

v

7y

5

N

{220
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Rjegenje: xy=4, 2, =3; zy=2(4.3) =1

Min [(Z; D — C’) X -F— 23 do — Col = Min (_xl) + 4

Baza | Ao | Ay Ar 4 As

—3 —$§3 0 o
Baza | A, A, A Ay A
0 | A | 24 3 4 1 o
0| A4 | s 2 —1 0 i
z—c| © 7383 0 o
8 —
-3 | 4 6| 34 1 14 o
O | A | 1| w4 0. 14l
Z—c|—16 | —1/3 0 —23 0
Rjedenje: x;=10, x,=6
3= 2(0,6) = 1115
Minffs. [ . [ 19 8
inf(z0'— CY X+ zdo— ol =Min| ——x,— —x, +—=
: 3715
—19/15  —8/15 0 0
Baza | A, A, A, A 4,
8
— | A 6 3/4 1 1/4 0
o 4 | u | M 0 14 1
s—c|—16/5] 1315 0 —2/I5 0
§
15| 4 3 0 I 4144 —3/1
19
-G 4 4 1 0 i1 4/11
s |—20/3] 0 0 —I01/165 —52/165 | -

o | 4 3| 0o 1 4144 —3m
-1 | 4 a L1 o o 4u
Zp—cC1| —4 0 0 —J/11 —4/11
Prema tome, opt. rjeSenje je xy =4, x2 =3
Martoseyo rjefenje:
ce: —1 2. 2 0
- - di; "3 L2 0
Baza Ao Ay A As A
0. 0] 4y 24 3 4 1 ]
0 A 5 —1 "o 1
Z—c | =1 |—2 —2. 0 o0
A—gy| 3=l -2 0 0
1
—— 0
S o2 PR
2. 2| A, 6 | 34 1 4 0
0" =01 4 1nofug o0 g
i 1 1
z;—cj il —’E 0 Y 0
2 .L 0 .11._. 0
Zj-—-d; 13 > 2
i
Ay u 13 0 —2 0
15
2 2| A 3| 0 .1 744 =311
2 A 10 111 4
' zj—e | 13 0o 07 12 2
Z—dy | 130 0 0 92 —211
] Ay 1 020 —1jiL 0




330

EKONOMSKA ANALIZA

Charnes-Caoperovo rielenje:

Max (2yi4 2392 — 1)

3y + dye—241<0

ME+2y:4+3t=1

2y—y.—51=<0

yu ¥ >0
'
I 2 2 -1 0 0 —M
Baza |, Ao A, 4, T=d4 4 Ay Ae
0 A | o 3 4 —241 1 0 0
0 A5 | 0 20— — 51 0 i 0
—M As |1 1 2 3 0 0, ]
0 ) -2
2§40y - N : 0
—1 —1 —2 —3 0
0 A |8 1 20 0 1 0
0 As | 53 1173 773 0 0 ]
—1 | Ay s 13 23 T o 0
Zy—er]=1f3 | —7/3  —83 0 0 0
2 A, | 25 1/20 1 1/20 0
0 Ay | 1ipis| 143600 0 —7/60 I
—1 Ay | sl —130 0 —1/30 0
z—c | 13J15f —13/15 0 0 2/15 0
A | 33} o 1 0 113 —3/13
A, | 43 1 0 0 | —7/143  60/143
—1 Ay | sl o 0 1| —5143 27143
zp—cy| 1 0 0 0 111 4/i1

7. Primjene u operativnom istraZivanju

Tedna primjena razlomljeno -linearnog programiranja u operativnom
istrazivanju veé je naznadena u 2. odeljku ovoga rada. Bila je to maksimi-
zacija produktivnosti 1ada.

Ovdje cemo najprije prikazati jedan nadin odredivanja maksimalne
rentabilnosti poslovanja.” ~ TT7C T T TS C
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1, Maksimizacija rentabiliteta

H. Seelbach [25] je uzco izmedu razli¢itih pokazatelja rentabilnosti
onaj koji je definiran odnosom ostvarenog dohotka (dobiti) prema uloZenim
sredstvima. Pri tome je pretpostavio da pojedine proizvodne aktivnosti zah-
tijevaju samo proporcionalne troSkove i sredstva i da fiksni tro¥kovi i fiksna
koridtena sredstva ne zavise o dzabranoj vrsti 1 veli¢ini proizvodnje. Pod tim
pretpostavkama funkcija rentabiliteta izgleda ovako:

n

Z Cj X3 — Co
R ==

n

S dyxy b do

J=1

gdje je
xj broj jedin‘ca proizvoda j-te vrste;
c; bruto dobit po jedinici proizvoda;
¢o fiksni, od veli¢ine proizvodnje neovisni troSkovi;
d; uloZeni kapital po jedinici proizvoda;
do fiksni kapital;
n broj vrsta proizvoda na izboru.

Ogranicenja su
n
E dyxy+ do <k,
je1

gdje je k = raspoloZiva nov€ana sredstva (kapital). Osim kapitala su i drugi
faktori proizvodnje ograni€eni (kapaciteti strojeva, koli¢ine sirovine itd.), .
kako slijedi; :

n

> aux =< aw. (i=1,2,..., m)
J=1 .

Parametri at predstavijaju maksimalne kapacitete, dok su a, raziiciti teh-
noloski koeficijenti.

Na' ‘piimjer, raspoloZivi kapital neka iznosi 3600 novEanih jedinica,
fiksni kapital 800 novéanih jedinica, fiksni trodkovi 300 nové&anih jedinica,
jediniéna bruto dobit ¢,= 1,51 ¢, =2 od prve odnosno druge vrste proizvoda,
kapacitet strojeva 1700 sati, koli¢ina sirovine 300 kg, uloZeni kapital di =4
i d2 =2 novcane jedinice po jedinici proizvoda prve odnosno druge vrste,
tehnoloski koeficijenti za strojeve an = 11 a1z = 3 sata 1 za sirovine aa1 = —I
(jer se kod izrade prvog proizvoda pojavljuje kao otpadak koji se koristi
w dzradi drugog proizvoda); a= = 1 kg a maksimalna proda prvog proizvoda
na trzi§tu iznosi 600 jedinica. Iz tih elemenata izgraden je ovaj model;

1,5 %, -+ 2 x, — 300
4 4 2x, -1 800
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45y - 2x, <2800
%y 4 3x, << 1700
—X; - X, << 300
x < 600
Xy, X =0

Problern je rijeSen grafickom metodom i metodom Dinkelbacha. Optimalni
proizvodni program je x1 = 200 i x2 = 500. Dobit jznosi 1000 nov&anih jedi-
nica a maksimalni rentabilitet R (200, 500) = 5/13 ili 38,46%.

. Minimizacija prosjednih troSkova proizvodnje

J. Kaska i M. Pigek [15] rjeSavaju u poduzedu tekstilne industrije pro-
blem sniZenja troskova po 1 m? tkanine. IstraZivanja vrie na modelu proiz-
vodnje koji obuhvata 166 varijabla i 66 nejedna%bi.

Neka predodZba o tome radu moZe se dobiti iz ovoga jednostavnog
zadatka: o

Treba sasiaviti program proizvodnje za tkaonicu na osnovi podataka
iz ove tabele: '

Utroak sirovime

Sirina| Troskovi kg/m

Vrsta tkanine

(m) Kés/m
. -1 vista | IIvrsta
i 0,50 550 | 0,15 0,20
2 0,55 6 0,20 0,i0
3 0,60 8 0,10 0,30
4 0,80 8,80 0,10 0,40
Ukupno sirovine; u kg 20 50

PotraZnja za tkaninom 1. vrste nije veda od 100 m a za sve tri ostale vrste
nije manja od 150 m, Vrstu i veli¢inu proizvodnje treba odrediti tako da tro-
Skovi po 1 m® budu minimalni.

Radi se, dakle,.o problemu raziomljeno linearnog programiranja.
5,50 x4 J- 65 4 85 - 8,80 x,
0,50x,4-0,55x,--0,60 x5}~ 0,80,
0,15 x, 1 0,20 x; - 0,10x; 4 0,10, << 20
0,20, 4 0,102, 4 0,30, - 0,40, < 50
X, < 100
X Xy Xy 22 150
x>0, (=123 4

Min z =
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Optimalno rjefenje (mivo realnih i raspoloZivih aktivnosti):
x{ =0, x3 =50, x; =0, x; =100
x3 =0, x} =5, xj =100, x5 =0

Minimalni tro$kovi po im? iznose 472/43 = 11 Ké&s.

IIL. Minimizacija otpadaka w industriji papira

P.S. Gilmore i R.E. Gomory [10] razmatraju jedan specijalni pro-
blem podrezivanja papira (problem of paper trim). Naime, tvornica pravi
role papira prema specifikacijama potro3ada. Kad se refu te role iz vedih
navitaka papira, nastaju otpaci wy, gdje je

wy=L -—Eau It

pri ¢emu je L standardna dufina, I narudena duZina role i ay broj rola
duZine [,, koje se ma ji nadin reZu. Autori uzimaju za mjeru efikasnostl
te operacije procenat otpatka,

2wy xg
I B
P
]

gdje je x; broj operacija rezanja. .
i
Ako narugena kolidina papira duzine i le#i izmedu Nji Nj+ (Nj< Np)i.
tada se problem ovako formulira:

uz ogranicenja

’
3 ay x5 — st=N;
7
=142 ..., m

IS (N;’ — N;)

Treba napomenuti da se sli¢ni problemi javljaju izvan industrije papira, na
primjer pri rezanju metalnih cijevi, rola celofana itd.

Osim u navedenim slufajevima primjerl upotrebe razlomljeno linear-
nog programiranja zabiljefeni su u jednom problemu optimalne politike
odrZavanja i popravki strojeva i opreme (M. Klein [18]), u nekim Markov-
skim procesima odludivanja (C. Derman [7]), u nekim strategijskim igra-
ma itd.
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8, Pravci daljeg razvoja

U podruéju razlomljeno linearnog programiranja ostalo je dosta otvo-
renih problema, K. Swarup [29, 31] je udinio tek prvi korak u pravcu dua-
liteta. Na primjer, jo¥ nije dokazan obrat teorema dualiteta (tj. teorema 3 iz
odjeljka 2). Nije data ni ekonomska interpretacija dualnog problema.

Za sada imamo samo dva rada koji se bave uvjetima stabilnosti rje-
enja problema razlomljeno linearnog programiranja. S. P, Agganwal [1] je
naao granice unutar kojih mogu varirati elementi vektora iz optimalne baze,
da bi baza ostala optimalna. N. J, Arbuzova [2] ispituje stabilnost rjeSenja u
stohasti¢kom razlomljeno linearnom programiranju. Medutim, jo¥ nitko nije
ispitivao osjetljivost rjeSenja na varijaciju parametara ¢; 1 d;iz funkeije
cilja.

Ipak glavai pravac razvoja je u proirenju i generalizaciji nekih re-
zultata i meteda razlomljeno linearnog na raziomljeno nelinearno programi-
ranje. A. Charnes je jo¥ 1962, u zakljuéku svoga rada [4,5] nagovijestio te
ekstenzije i ustvrdio da je medu njima najvaZniji slugaj kvocijenta separa-
bilne konkavne i konveksne funkcije. Ova ideju razraduju J. Kagka i M. Pi-
3ek'[16,17], W, Dinkelbach [9], C. R. Bector [3] i jo¥ neki autori. Taj rad
je jo$ u toku i ozbiljnije rezultate tek treba ofekivati,
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