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1. UvVOD

Kao §to je poznato, matemati¢ko programiranje vrlo je Siroko
primjenjivo podru¢je primjenjene matematike. Naime, funkcioniranje
mnogih realnih sistema (ekonomskih, fizikalnih, inZenjerskih i dr.) mo-
guée je, uz odredeni stupanj aproksimacije, opisati matematickim pro-
gramom — programonm uvjetne optimizacije jedne ili vise funkcija koje
opisuju ostvarenje nekog unaprijed zadanog cilja (ili vise njih), pri
temu su realni fenomeni koji doprinose nivou ostvarenja tog cilja (a
na koje se moze utjecati) opisani varijablama matematic¢kog programa,
tzv. varijablama odluc¢ivanja. Na vrijednosti tih varijabli postavljena
su neka funkcionalna ogranidenja (u vidu sistema nejednadzbi) Cime
se opisuje skup svih (trenutno ili oekivano) dopustivih intenziteta tih
fenomena. Prema tome, takve realne sisteme moguce je opisati slijede-
¢im matematic¢kim programom:

Min £ (x}

(P) p.o.
fi(x)=0. 1€P,

pri éemu je x € R® vektor varijabli odlu¢ivanja, £ (t) funkcija cilja! a
ff(x), i € P=1{1,2,...,m}, funkcije ogranienja programa koje repre-
zentiraju skup dopustivih rjesenja F:

* Ekonomski fakultet, Zagreb.

! Naravno, moguée su (i Ceste) situacije u kojima je potrebno maksi-
malizirati neki cilj uz dana ograni¢enja. Medutim, kako za svaki matema-
ticki program vrijedi:

Min f* (x) = — Max (—f (x)),
promatrajuéi samo program tipa (P) ne gubi se na opdenitosti pa de se u
ovom radu, radi jednostavnosti, promatrati samo programi (i kasnije mo-

deli) minimalizacije funkcije cilja.
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Optimalno (ravnoteZno, racionalno) stanje sistema reprezentira se opti-

malnim rjeSenjem programa (P), tj. vektorom x  F koji minimalizira
funkciju cilja f° (x) na skupu dopustivih rjeSenja, tj. za koji vrijedi:

f(x)<f(x) VxeF.

Osnovni elementi matemati¢kog programa su, dakle, varijable od-
lu¢ivanja koje opisuju fenomene »na koje se moze utjecati«, funkcional-
ni oblik njihove povezanosti (kako u cilju tako i u ograniéenjima) te
fiksne parametre programa koji se pojavljuju kao koeficijenti uz vari-
jable odlucivanja, odnosno kao konstantni ¢lanovi, u funkcijama
['(t),i € {0} U P. Dok je pitanje izbora varijabli odlu¢ivanja i njihovog
funkcionalnog povezivanja pitanje same prirode sistema koji se opisuje
1 bazira na prikladnoj teorijskoj podlozi i/ili empirijskoj analizi, pita-
nje izbora fiksnih parametara, pa i sam njihov fiksni karakter, ostaje
jedan od najznadajnjih problema vezanih uz primjenu matemati¢kog
programiranja, posebnu u opisu drustvenih sistema.

Radi ilustracije, promotrimo jednostavni linearni program stan-
dardnog problema neoklasi¢ne teorije poduzedas (vidjeti npr. [01], [03],

[o7y:

Max pT x
(TP) p. o.

pri ¢emu je x € Rn vektor nivoa proizvodnje n proizvoda poduzeda,
p € R» vektor danih cijena tih proizvoda na trZi$tu, A € R™" matrica
tehnoloskih koeficijenata te b € R® vektor raspolozivih koli¢ina resursa
poduzeca. Ocigledno, poduzeée Zeli maksimalizirati svoju dobit na tr-
ziStu (uz dane cijene) prodajom proizvoda koje proizvodi uz danu teh-
nologiju i dane resurse. Ovakav matematiéki opis ove rudimentarne mi-
kroekonomske situacije mo¥e imati smisla (uz mnogobrojne koncepcij-

* Ovdje, kao i u ¢&itavom radu, pretpostavlja se da je realna ogranice-
nja moguce opisati sistemom od kona&no mnogo nejednadzbi. Problemi s
beskonac¢no mnogo ogranic¢enja spadaju u oblast tzv. semi-infinitnog pro-
gramiranja koje izlazi izvan okvira ovog rada.

* Ovaj program nije sveden na program tipa (P) radi njegove lakse
interpretacije.
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ske ograde) samo u vrlo kratkom roku. Kakvo znacenje informacija o
optimalnom proizvodnom programu mozZe imati za donosioca odluka
ako je dobivena uz arbitrarno fiksne intenzitete takvih fenomena kao
sto su tehnoloski koeficijenti, trZisne cijene ili raspolozive koli¢ine re-
sursa, koji su po svojoj prirodi izrazito varijabilni?

Jasno, matemati¢ko programiranje razvijalo se i u pravcu rjesa-
vanja (ili barem ublazavanja) ovog problema deterministi¢kog karaktera
matematickog programa. Jedan mogudi pristup je unoSenje stohastic-
kih elemenata u program, ¢ime se razvila posebna oblast matematickog
programiranja — stohasti¢ko programiranje. Drugi, vrlo stari pristup
je davanje obilnijih informacija dodatnom analizom programa (P). Prvi
<orak u tom pravcu je postupak postoptimalne analize osjetljivosti
programa na promjene polaznih vrijednosti koeficijenata, u smislu utvr-
divanja »dozvoljenih« promjena vrijednosti tih koeficijenata koje ne
uzrokuju promjenu optimalne strukture programa. Drugi korak, ko-
jim se djelomi¢no otklanja izraziti lokalni karakter prethodne analize
Jest sistematska analiza osjetljivosti primjenom tzv. parametarskog
programiranja. Parametarsko programiranje daje informaciju ne samo
O promjenama vrijednosti koeficijenata koje ne uzrokuju promjene u
optimalnoj strukturi ve¢ i nain promjene te strukture uslijed arbitrar-
no velikih neprekinutih promjena vrijednosti koeficijenata. To se pos-
tize ukljucivanjem dodatnih, tzv. parametarskih varijabli koje u progra-
mu predstavljaju varijabilne koeficijente. Time program (P) poprima (u
opcem slucaju) slijededi oblik:

Min f* (x, ®)
(%)

(P, ® p.o.

fix,@ =<0,ie P
® el

pri cemu je ® = RP vektor parametarskih varijabli a I € R? arbitrarno
odreden (recimo) konveksan skup dopustivih vrijednosti parametar-
skih varijabli (ostale oznake odgovaraju onima iz programa (P)). Treba
primijetiti da se parametarske varijable sustinski razlikuju od varijabli
odlucivanja. Svako fiksno ® € I generira »svoj« matematicki program
tipa (P) i ,svoje” optimalne vrijednosti varijabli odludivanja.

U navedenom primjeru iz teorije poduzeda, ta razlicita uloga
parametarskih varijabli od varijabli odlu¢ivanja proizlazi iz ¢injenice
da su nivoi proizvodnje, opisani varijablama odlucivanja, ti o kojima
treba donositi odluke dok su, recimo, trZisne cijene veli¢ine ¢&ijih je
vrijednosti kretanje van domas$aja donosioca odluka (unutar ovog teo-
rijskog okvira) i njihove vrijednosti se ne optimaliziraju. Medutim, da
li je ista situacija i kod promjene raspolozivih koli¢ina pojedinih resur-
sa? Svakako nije. Donosilac odluka unutar poduzeda moze (i mora)
odlucivati o tome da li ¢e (i u kojoj mjeri) povecavati svoje kapacitete
u skladu s efektima tih promjena na njegov cilj. Ve¢ i sam termin ,Cije-
na u sjenci” iz teorije dualnosti u linearnom programiranju, kao inter-
na cijena dodatnog angaZiranja jedinice nekog resursa u smislu njenog
efekta na vrijednost funkcije cilja govori o vrlo staroj intenciji da se
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promjenom tih koeficijenata svjesno utje¢e na poboljsanje optimalne
vrijednosti funkcije cilja. Slicna situacija je i s koeficijentima matrice
A, tehnoloskim koeficijentima, koji se takoder mogu svjesno mijenjati
(unutar raspoloZive ,knjige tehnologije”) u svrhu povedanja dobiti po-
duzeda.

Dakle, postoje situacije (u stvari, vrlo su €este) u kojima ima smis-
la (i potrebno je) utvrdivati ne samo optimalne vrijednosti varijabli
odluc¢ivanja ve¢ i optimalne vrijednosti (barem nekih) koeficijenata, tj.
one vrijednosti koeficijenata koje ¢e generirati optimalan matematic-
ki program u smislu ostvarivanja najbolje moguée vrijednosti funkci-
je cilja.

Uz ovakav pristup (dvonivojskog optimaliziranja i po varijablama
odlucivanja i po parametarskim varijablama), problem (P, ®) naziva se
model matematickog programiranja (model MP) i predstavlja predmet
izucavanja konceptualno novog nivoa optimalizacije — stabilne optima-
lizacije modela matemati¢kog programiranja (u literaturi ¢esto se ko-
risti i termin optimalizacija inputa, odnosno ulaznih podataka), kao
kvalitativno novog koraka ne samo u razvoju parametarskog progra-
miranja vec 1 u razvoju teorije uvjeta optimalnosti.

Optimalizacija modela matematickog programiranja novo je pod-
rucje parametarskog programiranja (razvija se u toku poslijedjnih pet
godina) i predstavlja jo$ uvijek nezavrieno podrudje u okviru kojeg su
mnoga pitanja ostala otvorena. Medutim, za specifitne modele MP (tzv.
konvcksne modele MP) u konacnodimenzionalnim i apstraktnim pros-
lorima postignuti su mnogobrojni rezultati konstruktivne prirode koji
¢ine relativno zaokruZenu cjelinu.

ZacCetnik ideje stabilne optimalizacije modela MP i autor velike
vecdine rezultata iz tog podruéja je S. Zlobec, Ciji radovi predstavljaju
osnovnu literaturu koridtenu pri izradi ovog pregleda. Pregled ne sadr-
Z1 originalne rezultate autora ved mu je cilj da poveZe i sistematizira
do sada postignute rezultate u ovom podrudju, od kojih velika vedina
nije objavljena na nasem jeziku.

Pregled osnovnih ideja stabilne optimalizacije modela MP podije-
ljen je u dva dijela: prvi dio obraduje stabilnost modela MP kao jedno

od kljué¢nih pitanja optimalizacije modela MP dok se drugi dio odnosi
na prikaz rezultata vezanih uz karakterizaciju optimalnosti modela MP.

Obzirom da je za razumijevanje ovog podruéja potrebno pozna-
vanje nekih osnovnih elemenata konveksne analize te nekih pojmova iz
teorije viSeznacnih preslikavanja, na podetku prvog dijela ovog pregleda
dana je matemati¢ka priprema u okviru koje se uvode potrebni pojmo-
vi. U nastavku, ukratko je izlofena osnovna ideja koncepta stabilne
optimalizacije modela MP da bi centralni prostor ovog dijela pregleda
bio posveéen detaljnom prikazu teorijskih rezultata vezanih uz analizu
stabilnosti konveksnih modela MP. Na kraju, izloZene su i neke metode

koje je mogude koristiti u okviru te analize.

ikl
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2. MATEMATICKA PRIPREMA
2.1. Videznacna preslikavanja

Vi$eznacno preslikavanje. I' : Z —» X, Z < Rr, X < R», je preslika-
vanje koje elementima skupa Z pridruZuje skupove elemenata iz skupa
X. Povezanost optimalizacije modela matemati¢kog programiranja s
viSezna¢nim preslikavanjima lako je shvatljiva ako se uodi da model
matematiCkog programiranja (P, ®) za svako fiksno ® postaje matema-
ticki program (P) s pripadnom optimalnom vrijedno$c¢u funkcije cilja,
pripadnim skupom dopustivih rjeSenja te skupom optimalnih rjesenja.
Prema tome, promatrano odvojeno, svako ® < I preslikava se u opti-
malnu vrijednost funkcije cilja, u skup dopustivih rjeSenja te u skup
optimalnih rjesenja. Dok je prvo preslikavanje skalarna funkcija, preo-
stala dva preslikavanja su viSezna¢na (preslikavaju to¢ku u skup). Up-
ravo ta preslikavanja imaju znacajnu ulogu u optimalizaciji modela
matematickog programiranja. U stvari, jedno od osnovnih podruéja
interesa optimalizacije modela MP je ponaSanje tih preslikavanja s
aspekta njihove neprekinutosti pa se stoga u ovom poglavlju definira
neprekinutost viseznacnih preslikavanja.

Neprekinutost viSeznacnih preslikavanja moze se definirati na
razli¢ite nacine. U ovom poglavlju izloZena su dva koncepta definiranja
tog pojma, za koje se u kontekstu ovog rada moze tvrditi da su ekvi-
valentni. Prvi koncept, prema C. Berge ([05]), definira neprekinutost
viSeznacnog preslikavanja na slijedeéi nacin:

Definicija 2.1

(i) Viseznacno preslikavanje U': Z — X je poluneprekinuto odozdo u o~
ako, za svaki otvoreni skup A S X koji zadovoljava ANT( *) s @ po-
stoji okolina N(®*) od ©* takva da je A N I(®) = @ za svako =
= N(0%);

(ii) viSeznalno preslikavanje I': Z — X je poluneprekinuto odozgo u §*
ako, za svaki otvoreni skup A < X koji sadrii T(®*) postoji okolina
N(®*) od ®* takva da za svako ® = N(®*), I'(®) C A.

(iii) viSeznalno preslikavanje T: Z — X je neprekinuto u ®&* ako je
ipoluneprekinuto odozdo i poluneprekinuto odozgo u @*.

Ako je videznacno preslikavanje I': Z — X poluneprekinuto odozdo
u svakoj to¢ki od Z, tada kazemo da je ono poluneprekinuto odozdo na
Z. Nadalje, ako je T poluneprekinuto odozgo u svakoj to¢ki od Z uz
I'(@) kompakt za svako ® € Z, tada je ono poluneprekinuto odozgo na
Z. Analogno, ako je I' poluneprekinuto odozdo i odozgo na Z, tada je
ono neprekinuto na Z.

Drugi koncept neprekinutosti viSezna¢nih preslikavanja, prema
W. W. Hogan ([11]), koristi svojstva grafova tih preslikavanja.

Definicija 2.2
Graf viSeznacnog preslikavanja ¥: Z - X je skup G S Z X X, definiran
kao

G ={0,x)eZxX:xel(e))
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Definicija 2.3

(i) ViSeznaéno preslikavanje I': Z - X je otvoreno u @* € Z ako, za
dani niz @ — 0* i x* = I'(®@*), postoji vrijednost m i niz {x*} < X takvi
da je x} € I'(@") za svako k > m i x* - x*;

(ii) viseznaéno preslikavanje I': Z — X je zatvoreno u @* € Z ako, za
dani niz @ —» @* i x* € T(@®") takav da x* — x*, slijedi da je x* € T(@*);

(iii) viSeznaéno preslikavanje I': Z — X je neprekinuto u @ € Z ako je
iotvoreno i zatvoreno u ®F.

Ako je preslikavanje I': Z - X otvoreno (zatvoreno) u svakoj tocki
iz Z, kazemo da je ono otvoreno (zatvoreno) na Z.

Treba primijetiti da je I': Z - X zatvoreno na Z ako, 1 samo ako,
je graf tog preslikavanja zatvoren skup u Z x X.

Povezanost izmedu ova dva koncepta neprekinutosti viseznacnih
preslikavanja svodi se na slijedede:

(i) definicije poluneprekinutosti odozdo i otvorenosti viSeznanog pre-
slikavanja I': Z — X su ekvivalentne;

(ii) Ako je T(®*) zatvoren skup i I': Z — X poluneprekinuto odozgo u
®*, tada je T zatvoreno u ©*. Za ekvivalenciju ovih dvaju pojmova pot-
rebno je i da je I' uniformno kompaktno u okolini od 8%, tj. da je zatva-
ra¢ skupa U T(®) kompakt, gdje je N(®*) neka okolina od ®*.

@ = N‘ (@1‘4)

U ovom radu koristiti ée se definicija 2.1, odnosno pojmovi polu-
neprekinutosti odozdo i odozgo viSezna¢nih preslikavanja. Medutim,
kako su pojmovi poluneprekinutosti odozdo i otvorenosti ekvivalentni,
u dokazima pojedinih teorema koristi se i svojstvo otvorenosti vise-
zna¢nih preslikavanja iskazano u definiciji 2.3 (i), a u odredenim situa-
cijama (koje to dozvoljavaju) i svojstvo zatvorenosti iskazano u defini-
ciji 2.3 (ii).

Gore navedeni pojmovi ilustrirani su primjerom:

Primjer 2.1

Zada su viSeznacna preslikavanja I't': R - R i I': R = R, na slijedeédi na-
¢in:

1
1 — 0,020 [0,1)
- O, 0,] 2
r(@) — ; 0,0|wecs(01) T(@) =1t ;
[01] 2a@ =7 — 1| za® =1
- 4

Grafovi ovih preslikavanja prikazani su na slici 1.a) (T;), odnosno 1.b)
(ry:

et |
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Stika 1.a) Slika 1.b)
Preslikavanje I', oCito je poluneprekinuto odozgo u tolki @F —= 1

jer je granicna tocka svake putanje unutar grafa tog preslikavanja
takoder u tom grafu (primjer: putanja koja tezi u A). Medutim, pre-
slikavanje I'y nije 1 poluneprekinuto odozdo u to¢ki ®* = 1 jer postoji
x* e I'(®*) i putanja (@F, x*¥) - (®", x*) za koju ne postoji dovoljno veli-
ko m > 0, takvo da dio te putanje za k > m lezi unutar grafa preslika-
vanja I, (primjer: putanja koja teZi u B). Preslikavanje I', jest polune-
prekinuto odozdo u toc¢ki @ = 1 — putanja koja teZi u C je primjer
putanje koja ne lezi Citava u grafu preslikavanja T, ali ipak ne rusi
svojstvo poluneprekinutosti odozdo tog preslikavanja jer postoji m >
0 za koje je (@ x¥)= C, k > m, unutar grafa tog preslikavanja.

Medutim, ovo preslikavanje nije i poluneprekinuto odozgo u @* = 1,
jer postoji putanja koja lezi unutar njegovog grafa a da njena graniéna
to¢ka nije unutar tog grafa (primjer: putanja koja tezi ka D).

Preslikavanje T; = [0.50,0] za ® < [0, 1] je poluneprekinuto i
odozgo i odozdo pa je, prema definiciji 2.1 (iii), neprekinuto.

Ilustracija ovih pojmova na konkretnim viSezna’nim preslikava-
njima vezanim uz konveksne modele MP moZe se naci u okviru analize
stabilnosti tih modela u 4. poglavlju ovog pregleda.

2.2. Osnovni pojmovi

Iz uvodnog dijela poznat je pojam matemati¢kog programa (P).
Obzirom da se ovaj pregled odnosi na stabilnu optimalizaciju konveks-
nikh modela MP, u ovom odjeljku podsjetiti ¢emo se na specifi¢an ma-
tematicki program, tzv. konveksni program te na neka njegova klju¢na
svojstva. Ovdje se takoder uvode i neki osnovni pojmovi iz konveksnog
programiranja koji se koriste u ovom pregledu. (OpSirnije informacije
o ovim pojmovima kao i dokazi ovdje navedenih tvrdnji mogu se naci
u [04])

Dakle, promatra se konveksan program (K):

min f° (x)
p.o.
filx) =0, ieP
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gdjesufi: R > R,i {0} U P, konveksne funkcije i P = {1,2,... m}
konadan skup indeksa.

Lako je pokazati (vidjeti npr. [14] da je dopustiv skup ovog pro-
grama

F={xeR:fi(x) =0 ieP} (2.1)

konveksan skup. Drugo vazno svojstvo konveksnih programa je slijedece:
Svako lokalno optimalno rjesenjet konveksnog programa (K) ujed-
no je i njegovo (globalno) optimalno rjesenje.
(Dokaz se takoder moze nadi u [14].)
(Valja uociti da je i svaki linearni program takoder specifi¢an
slu¢aj konveksnog programa (K).)

Definicija 2.4

Neka je F S R" zatvoren konveksan skup i neka je x* € F. Tada
vektor d € R* predstavlja dopustiv smjer na F u x* ako postoji T > 0
takvo da je

x* 4+ td e F Vte [0,T]. 2.2)
Skup svih dopustivih smjerova na F u x* oznacava se s D (F, x*).
Definicija 2.5

Za neku funkciju f : R — R" i to¢ku x* & dom f te za neku relaciju
"R”, definira se skup

DR(x*) = {d e R*: 3T > 0 > f(x* + td) R f(x*) V¢t € [0, T1}y. (2.3
Konkretno, za "R” = "<”, " =" itd, definiraju se

Df<(x*) ={deR": 3T>0 > f(x* + td) < f(x*) Vie {0, T1} (2.4)
(skup smjerova opadanja funkcije f u x*),

Dy=(x*) = {deR": 3T>0 > f(x* + td) = f(x*) VT < [0, 1]} (2.5)

(skup smjerova konstantnosti funkcije f u x*), itd.
Za skup funkcija {f*: k € Q) < P} koriste se slijedeée oznake:

DR(x*) = D;kR(x*), (2.6)
DqQ*(x*) = 0 DR(x*), Q.7
ke

4 x* je lokalno optimalno rjeSenje programa (K) ako je
fO(x*) < fo%(x) za svako x & F N N(x*),
gdje je N(x*) proizvoljna okolina tocke x*.

v -fv'-u{oazm
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gdjesezaQ =@, D@R(x*) interpretira kao R" .

Skup Dg=(x*) (kao i skup D;=(x*)) je po definiciji konus dok je skup
i )I< (x*) tupi konus Ako je f konveksna funkcija, D;<(x*) i D{=(x*) su
konveksni dok je D¢ (x*) konveksan konus ako je f konveksna funkcija,
diferencijabilna u x*. Za diferencijabilne funkcije vrijedi i

D;<(x*) = {d: Vf(x*)Td < 0} 2.8)

(8to ce se koristiti u prikazu uvjeta optimalnosti diferencijabilnih kon-
veksnih programa pomocu gradijenata). Nadalje, za konveksne funkcije
vrijedi i slijedede:

Dy=(x*) = D;<(x*) U D;~(x*). (2.9)

Za tzv. vjerno konveksne funkcije® mozZze se pokazati da skup
smjerova konstantnosti od f u x* ne ovisi o x*, tj. da je

A
Df(x*) = N T (2.10)
Q

gdje je N(A) nula-prostor matrice A.

Definicija 2.6
Neka je konveksan skup F reprezentiran konacnim skupom ogra-
nic¢enja (nejednadibi):

F={xeR:fi(x)<0,icP) 2.11)

gdje je P konacéni skup indeksa a fi, i € P, konveksne funkcije. Tada je
za neko x* e F

P(x*) = {icP:fi(x*) = 0), 2.12)

skup indeksa aktivnih ograniCenja u x*.

3 Skup K je konus ako x € K, A = 0 povladi axeK.

Skup K je tupi konus ako x € K, L > 0 povladi AxeK.

¢ Funkcija f:R*~»R je vjerno konveksna ako se moZe prikazati kao
fxX)=h(Ax +b)+a"x +«, (3.F1)

gdje je A matrica reda mxn, a i b vektor-stupci reda n i m respektivno, a
skalar a h:R™— R striktno konveksna funkcija. U vjerno konveksne funk-
cije ubrajaju se sve analiticke konveksne funkcije.
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Nadalje, definira se skup

P-=— n P(x)={ieP:fi(x)=0VxeF) (2.13)
xeF

minimalni skup indeksa aktivnih ogranicenja na skupu F.

Obzirom da je P= € P (x*) € P, uvode se i slijedece oznake:
Pé(x*) = P (x*)\P= — komplement od P= obzirom na P (x*) (2.14)

Péz P\P= — komplement od P= obzirom na P. (2.15)

Za konveksan skup F (definiran kao u (definiciji (2.6) moguce je
pomocu skupa P (x*) uspostaviti vezu izmedu skupa dopustivih smjero-
va i skupa nerastuc¢ih smjerova funkcija ograni¢enja:

D(F, 1...) = Dp(x;'.-)i(x*), (216)

tj. skup mogudéih smjerova na skupu F u x* jednak je presjeku skupo-
va nerastuéih smjerova svih atkivnih ogranicenja u x*.

Definicija 2.7
Skup svih vektora x € R" koji zadovoljavaju ograniCenja aktivna
na éitavom skupu F oznacava se s F= i definira na slijedeci nacin:
F=={xeR':fi(x) =0 Vie P}, 217
pri emu je F= = R" za P= = ().
(Treba primijetiti da je F= moguce zapisati i kao
F=={xeR":fi(x) =0 Vie P~} (2.18)
$to je posljedica (2.17).)

MozZe se pokazati da za vjerno konveksne funkcije ograniCenja
vrijedi

F-=x+ N =Dp=(x), o (2.19)
ielP

gdje je x° & F proizvoljna ali fiksna tocka u F.

3. STABILNA OPTIMALIZACIJA MODELA MATEMATICKOG
PROGRAMIRANIJA

U ovom poglavlju izloZena je osnovna ideja procesa optimalizaci-
je modela matemati¢kog programiranja, uz prikaz etapa njegova odvi-
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janja. Takoder je ucinjen i letimican osvrt na poteskocée koje se u tom
procesu javljaju te ogranifenja njegove primjene. Vec u uvodnom di-
jelu spomenuto je da se ovaj rad ograniava na optimalizaciju kon-
veksnih modela matemati¢kog programiranja u konadéno-dimenzional-
nim vektorskim prostorima. Dakle, promatra se slijede¢i konveksni
model MP (K, ©):

min f° (x, ®)

p.o.
fiix,@ =0, 1P,
|8 el

gdje je x =[x] e R" vektor varijabli (odlu¢ivanja), @ = [@,] € RP vek-
tor parametara (ulaznih podataka), P = {1,2,.. .,m} konaéan skup in-
deksa ogranicenja, f' (x, @),is{0}U P, funkcije neprekinute po X i po
© tc konveksne po X za svako @ € I, dok je I < R? konveksan kom-
pakt?®

Svako fiksno @<l odreduje konkretnu realizaciju modela tj. pri-
padni matematicki program.

Model (K, @) promatra se kao »crna kutija« koja za svaki ulaz

@1 generira odgovarajudi izraz {F (@), F(®), f(®}, pri ¢emu je
F{@)={xe R :f(x,08) =0, ic P} — dopustiv skup, (3.1)

~

x (®) — optimalno rjesenje,
F{e) ={x(@)} — skup optimalnih rjesenja, (3.2)

F(@) SF (¥ (®), ® — funkcija optimalne vrijednosti. (3.3)

Pri tome, model (K, ®) uvijek se promatra obzirom na neko re-
ferentno, poletno stanje ® = @°, odnosno, pocetnu realizaciju (K, ©°).
Primjena optimalizacije modela MP ograniCava se samo na modele
(K, @) s takvim funkcijama cilja f° (x, ®) za koje pocetno stanje ® = @

generira omeden i neprazan skup optimalnih rjeenja F (8"). Za takve
funkcije cilja kaZe se da su realisticne u @. Medutim, pretpostavka
realistiénosti funkcije cilja u pofetnom stanju medela nije bitno ogra-
ni¢avajuda jer je u pravilu svi realni sistemi opisani modelom (K, @)
zadovoljavaju.

” Nedavno je formulirana i stabilna optimalizacija modela MP u aps-
iraktnim prostorima (u [15], gdje se moZe naci i primjer s funkcionalima
3 C[o‘.'n).

* @ = I nije ograniéavajuéa pretpostavka — I moze biti i éitav R», ali
je razumno pretpostaviti da za vecinu realnih sistema variranje parametara
najéedée ima smisla samo unutar nekog zadanog konveksnog kompakta u R™.
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Jedan od bitnih problema vezanih uz optimalizaciju modeia ma-
temati¢kog programiranja je pitanje stabilnosti modela, odnosno pita-
nje neprekinute ovisnosti optimalnog rjedenja i optimalne vrijednosti
modela o ulaznim podacima (parametrima). Suprotno uobitajenom pri-
stupu problemu stabilnosti modela u smislu njene karakterizacije (naj-
Seiée nekonstruktivne prirode), optimalizaciji modela MP prilazi se na
drugadiji nacin. Naime, lokalnom analizom modela (K, ®) pokuSavaju
se identificirati dijelovi parametarskog prostora Rr (odnosno njegovog
relevantnog podskupa I), vezani uz potetno stanje modela, unutar kojih
neprekinute promjene vektora parametara uzrokuju neprekinute pro-
mjene dopustivog skupa, skupa optimalnih rjedenja te funkcije opti-
malne vrijednosti. Drugim rije¢ima, utvrduju se uvjeti pod kojima se,
uslijed promjene ulaza, izlaz mijenja neprekinuto. Razli¢iti takvi uvje-
ti, odnosno takvi dijelovi parametarskog prostora, nazivaju se podrudja
stabilnosti u ® modela (K, ®), a perturbacije (promjene vrijednosti pa-
rametara) modela unutar tih podrucja nazivaju se stabilne perturbaci-
je modela.

Osnovni zadatak optimalizacije modela matemati¢kog programira-
nja jest odredivanje »najprihvatljivije« stabilne putanje od inicijalnog
(potetnog) ulaza @ do lokalnog optimalnog ulaza @* tj. ulaza koji lokal-

no optimalizira funkciju optimalne vrijednosti f (®)- Tada je pripadni
program (XK, ®*) lokalno optimalna realizacija modela (K, ®) obzirom
na pocetni ulaz @°. Naravno, lokalno optimalni ulaz i pripadna lokal-
no optimalna realizacija modela nisu jedinstveni jer njihovo odrediva-
nje ovisi o potetnom ulazu @ (za razli¢ite ® mogu se dobiti bitno raz-
li¢iti ®*) te o izboru strategije kojom se poboljdava vrijednost funkci-
je cilja.

(Uo¢imo da ovakvi fenomeni ne postoje u matematickom progra-
miranju gdje optimalno rjeenje x* pe ovisi o trenutnom stanju siste-
ma.)

Proces optimalizacije modela matemati¢kog pregramiranja odvija
se u Cetiri etape:

I etapa: lokalna analiza stabilnosti modela (K, ®) pri poletnom
ulazu @ = 6°;

II etapa: konstrukcija stabilne putanje od pocetnog ulaza @ = @'
do nekog »boljeg« ulaza @, tj. stabilne putanje po kojoj se
smanjuje vrijednost (nepoznate) funkcije optimalne vrijedno-

sti f (®);

111 etapa: identifikacija lokalno optimalnog ulaza ®* i pripadne
Jokalno optimalne realizacije modela (K, 8%);

IV etapa: izbor »najboljec, tj. najprihvatljivije putanje o (@) izme-
du svih stabilnih putanja @ — @*.

Prva etapa sastoji se u odredivanju podrudja stabilnosti vezanih
uz poletni ulaz @ = @ (podruéja stabilnosti odredena su skupom ne-
jednadzbi, najeesée linearnih, u varijablama @, k=12,...,p).

Druga etapa odnosi se na konstrukciju stabilne putanje, unutar
podruéja stabilnosti, koja poboljsava optimalnu vrijednost funkcije ci-

R L S 4
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lja. Prva i druga etapa iterativne su prirode, tj. sukcesivno pobolj éavaj.u
(smanjuju) vrijednost funkcije optimalne vrijednosti unutar podrucja
stabilnosti, koja se konstruiraju za svako novo (»bolje«) @', 1=1,2,...
Kao osnova za konstrukciju stabilne putanje koristi se tzv. formula za
marginalnu vrijednost (koja ¢e biti odredena u drugom dijelu preg-
leda).

Treca etapa identificira lokalno optimalni ulaz @ — ulaz iz kojeg
vie nije mogude stabilnim perturbacijama poboljsati vrijednost funkci-
je optimalne vrijednosti. Karakterizacija lokalno optimalnog ulaza da-
na je novim uvjetima optimalnosti i predstavlja poopcenje tzv. BBZ
(Ben—Israel—Ben—Tal—Zlobec) karakterizacije optimalnosti na kon-
veksne modele MP (ova etapa takoder je obradena u drugom dijelu
pregleda, gdje se moZe naci i kratak prikaz rezultata BBZ teorije uv-
jeta optimalnosti u konveksnom programiranju).

Cetvrta etapa odnosi se na odredivanje po nekom dodatnom kri-
teriju (npr. minimalnih troskova, najkraceg puta itd.) optimalne sta-
bilne putanje od pocetnog do optimalnog ulaza. Ovaj problem rjeSava
se ratunom varijacija s pomi¢nim granicama @ ili ®*.

Lokalni karakter optimalnog ulaza posljedica je, s jedne strane,
insistiranja na stabilnim perturbacijama modela (globalno optimalni
ulaz ne mora uvijek biti dostizan takvim perturbiranjem modela) te,
s druge strane, tzv. fenomena bifurkacije, odnosno grananja, podrucja
stabilnosti. Naime, mogude su situacije, uzrokovane unutra$njom struk-
turom modela, u kojima postoje stabilne putanje koje iz istog stanja
vode u razli¢ita podrucja parametarskog prostora s pripadnim, medu-
sobno razli¢itim lokalno optimalnim ulazima i optimalnim vrijednosti-
ma programa. (Ovakva situacija moguca je i u linearnim modelimal).
Jedna takva situacija u dvodimenzionalnom parametarskom prostoru
prikazana je na slici 6.1 (na str. 374).

Globalno podrucje stabilnosti prikazano je iscrtanom povrsinom.
®* 1 ®* su dva razli¢ita lokalno optimalna ulaza. Globalno optimalan

ulaz @ nije mogude dosti¢i (iz ovog polaznog stanja @) pomocu stabil-
nih perturbacija.

Veé iz date slike uodljive su dvije osnovne »smetnje« koje ogra-
ni¢avaju efekte optimalizacije modela matematiCkog programiranja: de-
terminirani pocdetni ulaz i zahtjev za neprekinutim promjenama izlaza.
Ta dva ogranienja veZzu primjenu optimalizacije modela MP uz takve
realne sisteme kod kojih je podetno stanje veé postojeca nuZnost i nije
ga moguce proizvoljno odabrati, a promjene tog stanja treba provoditi
»obazrivo«, izbjegavajué¢i radikalne efekte. U takve sisteme ubrajaju
se gotovo svi realni, a posebno ekonomski sistemi — od mikroekonom-
skih subjekata s danim proizvodnim kapacitetima i nemogucno3cu br-
ze i bezbolne prilagodbe naglim promjenama proizvodnog programa,
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Stika 6.1

do makroekonomskih sistema kakvi su planiranje ili ekonomska poli-
tika. U svakom slucaju, optimalizacija modela matematickog programi-
ranja daje dragocjene informacije u odlu¢ivanju jer omogucava uspo-
redbu »tro$ka« sistema uslijed globalno suboptimalnog ostvarivanja ci-
lja i »Zrtava« koje bi sistem (i njegova okolina) morao podnijeti dosti-
7uéi globalno optimalno stanje. Nadalje, optimalizacija modela MP pri-
mjenjiva je i u ekonomsko-teorijskim modelima gdje je zahtjev za ne-
prekinutim promjenama logi¢an nastavak opceprihvacenog misljenja da
»unutrasnja struktura pona$anja upravljackih i ekonomskih sistema ge-
nerira u osnovi neprekinute procese« (tzv. princip kontinuiteta, vidjeti
[22]), koji su (po jednom mi$ljenju) samo ponekad poremeceni izrav-
nim ekonomsko-politi¢kim akcijama, odnosno (po drugom miSljenju),
konstantno ometani eksternim, najée$ée sluajnim perturbacijama sis-
tema. Konacno, primjenom rezultata stabilne optimalizacije na mate-
matiéko programiranje, dolazi se do bitno novih informacija o matema-
tickim programima, npr. do kvalitativno novog pojma i uvjeta optimal-
nosti (tzv. »strukturni optimume, vidjeti npr. [15], [23] ili drugi dio
ovog pregleda).

R T
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4. PODRUCJA STABILNOSTI
4.1. Stabilnost modela matemati¢kog programiranja

7a neki matemati¢ki program (realizaciju modela MP) kaze se da
je »dobro postavljen« (u Hadamardovom smislu) ako ima jedinstveno
optimalno rjesenje i ako je ovisnost tog rjeSenja o promjenama poda-
iaka neprekinuta, tj. ako je model MP u toj realizaciji stabilan. Dok
srvi zahtjev ne predstavlja znacajnu poteskocu (lako ga je zadovoljiti
+zv. Tihonovljevom regularizacijom, vidjeti npr. [19], [27])° problem
ctabilnosti znatno je ozbiljniji. Naime, mogucnost perturbacija vektora
solaznih podataka @ = ®° moZe dovesti do suofavanja s nizom nepri-
tika. Na primjer:

— mogude su situacije u kojima svaka perturbacija vektora poda-
iaka @ iz @ uzrokuje skokove u optimalnoj vrijednosti funkcije cilja
i/ili skupu dopustivih i optimalnih rjesenja (Cak i kada je (K,®) li-
nearan model),

— moze se dogoditi da, ako je skup optimalnih rieSenja F (®") ne-
prazan skup i Slaterov uvjet zadovoljen za (K, @), svaka perturbacija
@ iz ® dovodi do praznog skupa optimalnih rjeSenja (Cak i za linearne
modele), : :

— za svaku perturbaciju @ iz @°, skup optimalnih rjeSenja moze
biti neprazan ali neomeden kada ® > @ (5to je takoder moguce i za
linearne modele, odnosno modele koji zadovoljavaju Slaterov uvjet za
| = @), '

— konvergencija @ — ® u opcem slucaju ne implicira konvergen-
ciju f (@) —f (@), ¢ak ni za konveksan model s nepraznom unutras-
njoscéu skupa dopustivih rjeSenja za © = @', ‘

— uniformna konvergencija niza funkcija ograni¢enja u opcem
slu¢aju ne implicira konvergenciju pridruZenog niza dopustivih skupova.

Slijedec¢ih nekoliko primjera ilustriraju navedene tvrdnje:

Primjer 4.1

Promatraju se slijededi linearni modeli:

a)
min (—Xx,)
p. o.
X +0x,=1,
® € R,

® U kontekstu optimalizacije modela MP ne postavija se zahtjev za
jedinstvenim optimalnim rje$enjem vel se, naprotiv, skup optimalnih rjese-
nja tretira kao jedan od elemenata izlaza modela {ije se ponasanje ana-
lizira,
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b)
min (—x,)

p. O.
X, +0x=0
X, =1,

@ R,

oko potetnog stanja @ = 0. U prvom modelu skup optimalnih rjedenja

u polaznom stanju je pravac X; = 1 tj. F (@) = {(l,xl)T}, dok je =za
® = @ skup optimalnih rjesenja prazan skup. U drugom modelu, za
T
1
svako @ = @, optimalno rjeSenje je x @ ={L— - Medutim, kada
S
®— @, F(®) nema grani¢nu tocku. (Treba primijetitl da je u oba mo-
dela Slaterov uvjet zadovoljen za svako @ € R)

Primjer 4.2
Promatra se konveksan model s jednim ograni¢enjem:

fi(x,@ =0'x=0,
® e R,

u pocetnom stanju ® = 0. Kada @ — @, ' (x,0)—0 uniformno na bilo
kojem konaCnom intervalu. Medutim, F (@) —/— F (®".

Neprihvatljivost ovakvih situacija u kontekstu optimalizacije mo-
dela matematickog programiranja je oligledna.

Problem stabilnosti, odnosno njenog definiranja i karakterizacije,
Zesto je tretiran u literaturi, posebno za specificne modele MP u kojima
se perturbiraju samo koeficijenti s desne strane ogranicenja (tzv. RHS
perturbacije, vidjeti npr. [09]).

(Za detaljnije informacije o ovin i drugim rezultatima vezanim
uz karakterizaciju stabilnosti modela MP treba pogledati npr. [10].)

Veé je redeno da optimalizacija modela matemati¢kog programi-
ranja ne karakterizira stabilnost modela (K, ®) vec traZi podrucja pa-
rametarskog prostora unutar kojih je model stabilan. Stabilnost kon-
veksnih modela (K, ®) u ovom kontekstu podrazumijeva neprekinutost
promjena Citavog izlaza modela uslijed promjena vektora parametara,

tj. neprekinutost preslikavanja F: © — F (®), ¥. @ F(@) te funkcije
f (®). Medutim, za modele s realistiénim funkcijama cilja, moguce je

prikazati slijedece:

Teorema 4.1

Promatra se konveksni model (K, ®) oko nekog @& € 1. Slijedece tri
tvrdnje su ekvivalentne:

]
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(i) viSeznacno preslikavanje F:@—F(®) je poluneprekinuto odoz-
do u ©;
(ii) za svaku realistiénu funkciju cilja f* (%, ®) postoji okolina N (®°)
od ®& takva da vrijedi:
a) .75(@)) = () za svako @ & N@)nIi
bp) @ N(@) NI @ — @ implicira da je niz x (@) omeden i sve
njegove granicne tocke leZe u F (®°);

(iii) za svaku realisticnu  funkciju cilja ' (x, ®) postoji okolina
N (@) od & takva da vrijedi:

a) F(@) = ® za svako @ € N (@) N 1 i
b) @ € N (&) N1, ® @ implicira da F(@)—~f(@).

Dokaz (preuzet iz [15]):

(i) = (ii @). Odaberimo proizvoljno fiksno x° cF (®°) i zatvorentu
kuglu K < R takvu da jex e Kidaje

K NF(O) = O (4.1)

(8K je omotaé od K.) 7a dani niz @F— @, O € N (@) postoji iz
{x(®)}—> ), x (@  F (®%) (zbog poluneprekinutosti cdozdo preslika-
vanja F).

Ovaj dio teorema dokazuje se kontradikcijom. Pretpostavimo stoga

da je F(@k) =0, 0 € N(©). To znaéi da je F (@) neomnteden i da (zbog

konveksnosti funkcija) za svako x (@%) postoji smjer opadanja od f d*
takav da je y (©%) = x (@) + ax d* e F (@) za svako oy > 0. Izaberimo
y (@*) = 9K, @ e N (@°). Tada je (zbog kompakinosti 9K) niz {y (®%)}
omeden i njegov konvergentan podniz teli u

¥ e F (@)\F (&) (4.2)

(zbog neprekinutost: preslikavanja F i zhog (4.1))

Zbog karatkera smjera d* vrijedi
£ (y (@), @) = " (x (8%), "), (4.3)
odnosno, zbog kontinuiranosti,

(v, 8) = (x,8), (4.4)
§to, zajedno s (4.2), daje kontradikciju.
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(i) = (ii) b) Gornjim dokazom, U stvari, je dokazano i da’je niz {x (%)}

omeden (u protivnom, postojali bi @—> @ 1 x () ?(@"), x(@%) ¢ K,
takvi da je

F(x (@), 0 =f(z,0) VzEK, (4.5)
$to vodi u kontradikciju.

Treba jos dokazati da sve granic¢ne tocke niza ;(ak) leze u f(®°). Oda-

berimo neku granicnu 10&ku x niza x (®@%) € F (@) (zbog neprekinutosti

—

F, xe F (®’)). Tada postoji podniz @ —@° takav da x (@V)—>x za

[ = oo,

Uzmimo sada neko optimalno rjeSenje x* eF (®). Tada je
f(x*, @) < f (x, ). | (4.6)

Zbog poluneprekinutosti odozdo preslikavanja F postoji niz x (@)

e F (@4") takav da x (@) —» x* za @7 — @©". Sada je

£ (x (@), @) < f (92 (@), @) *.7

te, zbog neprekinutosti f,

£ (x, @) < f(x*,@) (4.8)

$to zajedno s (4.6), daje
(x,®) = (x*6), 4.9)

odnosno x & \I:" (®°).

(ii)= (iii) Ova implikacija je ocigledna. Ako svaka granicna to¢ka niza
(x(®)) lezi u F (©') tj. X (©) > % (&) 2a @ > @, © & N(®@) tada, zbog ne-
prekinutosti T, 1 (x (@), 8) > F (x (@), &) 1i. F (@) > (&).

(iii) = (i) Ova implikacija takoder se dokazuje kontradikcijom. Pretpo-
stavimo da F nije poluneprekinuto odozdo. Tada postoji otvoreni skup
A takav da je A N F(®) # O ali AN FO) = @ za neko @ — @'
Odaberimo x> = A N F(®’) i otvorenu kuglu B(x, §) takvu da je B(x", §)
N F(®Y) = @ (8~ @). Odaberimo zatim realisticnu funkciju. cilja
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£(x,©) = Il x—=" || na x € F(®). Otigledno je He') = 0 buduéi da je
x e F(@). Medutim, zbog © & F(@%), slijedi (z5, @) = | Zk—x" || =

¢ za neko fiksnog > 0 i svako z* & F(@*). Odavde stijedi 7(@%) | (&)
$to daje kontradikciju.

Teorem 4.1 govori o ekvivalenciji poluneprekinutosti odozdo pre-
slikavanja F, poluneprekinutosti odozgo preslikavanja Fi neprekinutosti

funkcije?: (ukoliko funkcija cilja modela (K, ®) zadovoljava pretpostav-
ku realisti¢nosti). Prema tome, ovaj teorem omogudava analizu stabil-
nosti modela (K, ®) samo na temelju ponasanja dopustivog skupa, od-
nosno ispitivanja neprekinutosti preslikavanja F. U stvari, obzirom da
je, zbog neprekinutosti funkcija £, i € {0} U P, konveksnog modela
(K, ®), ovo preslikavanje uvijek poluneprekinuto odozgo,!? za stabilnost
modela (K, ®) dovoljno je osigurati poluneprekinutost odozdo preslika-
vanja F. Valja uociti da tvrdnja (ii)b) u teoremu 4.1 ne implicira da je

F(®) grani¢ni skup niza skupova {%(@)} kada ® — @', ve¢ da on sadrii
taj grani¢ni skup. Slijede¢i primjer to ilustrira:

Primjer 4.3
Promatra se slijedeci konveksni model:

min f°(x,®) = —OX
p. o.
fix,@ = —@+x =0,
f2(x) = —x—1 =0,
0 = R,

u poletnom stanju.®@ = 0. Ovdje je

~ [—1,0] Za @:0
F@) = 2 za =0 '

dok je grani¢na tocka niza {§(®)} kada ® — ®° jednaka nuli, Sto je
samo elemenat skupa %(®°) a ne Citav taj skup.

Naravno, ﬁ(@") je grani¢ni skup niza skupova {F(@) }, ® > @, uko-
liko je optimalno rjeSenje jedinstveno za svako ® = N(®).

10 Za dani niz @< — @°, Xk & F(@*) znati da za svako k vrijedi:
fixk, @) <0, ie P

Tada xk — X° (zbog neprekinutosti funkcija fi i e P) implicira:
fix, @) <0, i € P,

odnosno X & F(@®").
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4.2. Definicija podruéja stabilnosti

Imajuéi u vidu teorem 4.1 iz prethodnog odjeljka te ¢injenicu da
optimalizacija konveksnih modela MP uvijek barata samo s modelima
s realisti¢nom funkcijom cilja (u poéetnom stanju), moguca je slijedeca
definicija podruéja stabilnosti kao podrucja parametarskog prostora
unutar kojih neprekinuta promjena ulaza lokalno generira neprekinutu
promjenu dopustivog skupa, skupa optimalnih rjeSenja i funkcije op-
timalne vrijednosti.

Definicija 4.1

Promatra se konveksni model (K,®) s realisticnom funkcijom cilja u
podetnom stanju ® = @ & I. Skup S(®") € I < Rr naziva se podrucje
stabilnosti modela (K,®) u & « S(®} ako, za svaki otvoreni skup
A € R koji zadovoljava

AN F@) =0,

postoji okolina N(@°) od @ takva da je
AN Fe) = O

ca svako ®  N(®) N S(@).

Za model (K, ®) kaze se da je stabilan na podrucju $(®) u @
ako S(@) zadovoljava definiciju 4.1. Ukoliko je moguce specificirati
S(@) = N(®, kaze se da je model (K, ®) stabilan u @'

Bitna karakteristika ove definicije je da ona pojam podrucja
stabilnosti definira neovisno od funkcije cilja modela (K,®) (jedini
uvjet je da je funkcija cilja realisticna u @°), $to znaci da su podrucja
koja zadovoljavaju ovu definiciju zajednitka podrucja stabilnosti za
sve konveksne modele (K, ®) s realisticnim funkcijama cilja.

Takoder, treba spomenuti da je izlaz modela MP ,neprekinut” na
podruéju stabilnosti samo lokalno a ne nuZno globaino. Medutim, na
nekim podrudjima stabilnosti (npr. M(@), V(@) i dr. — vidjeti u
nastavku poglavlja) festo puta je lako odrediti globalnu neprekinutost.

Ved je naglaseno da je osnovni znalaj pristupa stabilnosti modela
MP preko podruéja stabilnosti u mogucnosti njihova izracunavanja,
§to omogudava stabilno perturbiranje i takvih modela za koje se ne
zna da li su u pocetnom stanju ® = @ lokalno stabilni na citavoj
okolini od ® Izratunavanje, tj. konstrukcija podrucja stabilnosti, mo-
guée je koriStenjem nekih kategorija za koje su razradene metode
njihova izraéunavanja (za sve konveksne modele od prakti¢nog znacaja,
vidjeti u 5. poglavlju) a to su P=(®), minimalni skup indeksa aktivnih
ogranienja i njemu pripadni skup F=(@). Za ncko fiksno @ ovi skupovi
definirani su na slijedeci nacin

P-(@) = {ie P:xc F(@) = fi(x,®) = 0}, (4.10)

F=(@) = {xeR":fi(x,@) = 0, i P=(0)}. , (4.11)
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Ovi pojmovi veé su uvedeni u 2. poglavlju ovog rada, u kontekstu
teorije uvjeta optimalnosti konveksnih programa, a ovdje im je nota-
cija prilagodena modelima matematickog programiranja.

Znacaj ovih kategorija u odredivanju podrucja stabilnosti vidljiv
je ved iz slijedeceg teorema.

43. NuZan uvjet stabilnosti perturbacija

Teorem 4.2

Promatra se konveksni model (K, ®) s realistiénom funkcijom cilja u
nekom ® = @. Neka je S(®) podrucje siabilnosii modela (K, @) u
@'. Tada postoji okolina N(®°) od @ takva da je

P=(@) < P=(@)
za svako @  N(®') N S(@}).

Dokaz:

Poluneprekinutost odozdo preslikavanja F na S(®°) u @& osigurava da
postoji okolina N(®} od ® takva da za svako X’ € F(@) i ® € N(@)
N S(@®), kada ® — @, postoji niz {x(®)} takav da je x(@) =
F(®) i x(®) — x°. Sada, zbog neprekinutosti funkcija ogranicenja (po x
i po ®), fi(x,®) =0 za svako x=F(®), ® = N{(®) N S(@®) implicira
fi(x*, ®) = 0 za svako x* € F (@), odnosno:

i e P(@®),® = N@®) N S@)=1c P(@).

Napomena: dokaz teorema 4.2 za neka konkretna podrudja stabilnosti
moZe se naci u [17], [19], a u ovom obliku preuzet je iz [15]. Nuzan

uvjet stabilnih perturbacija ilustriran je slijedec¢im primjerom (preuze-
tim iz [25]):

Primjer 4.4

Promatra se slijedeéi linearni model:

min f(x) = —x,
p. 0.
f(x) = x+x—1 =0
f(x,@ = —x—0@x, + 1 =0,
f(x) = —x; = 0,
f4(x) = —X3 = 0,

u poletnom stanju @ = ® = 1. Ponadanje dopustivog skupa i funkcije
optimalne vrijednosti prilikom perturbacija modela iz pocetnog stanja
prikazano je na slici 4.1, a) 1 b):
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F@G)zaB =1

%o J} F(B)
] /| F©)za®>1
. F®zaB® <l
0 'I; 8

|

- |

0 Xy |

-1 -
Slika 4.1a) Slika 4.1b)

Iz gornje dvije slike vidljivo je da se za perturbacije modela iz
® = © za @ > 1 izlaz mijenja neprekinuto, tj. da su te perturbacije
stabilne. Medutim, perturbacije za ® < 1 dovode do kontrakcije dopus-
tivog skupa na jednu to¢ku (F(@) = {(1,0)*}) te da funkcija optimalne
vrijednosti pri tim perturbacijama doZivljava skokovitu promjenu. Pre-
ma tome, ove perturbacije nisu stabilne. Zaista, obzirom da je

{1,2} za @ =1
P=(@) =¢ O za @ > 1,
{1,2,4} za@<1

P=(@) € P~(@) vrijediza ® > 1, ali ne i za ® < 1, ¢ime teorem 4.2
potvrduje da su stabilne perturbacije oko @ = 1 samo pozitivne per-
turbacije iz ®° = 1.

Teorem 4.2 sugerira mogucnost podjele ¢&itavog podrudja dopusti-
vih vrijednosti ulaznih podataka I prema stupnju njihove stabilnosti,
pri cemu se kao mjera stabilnosti moZe koristiti kardinalnost skupa
P=(®). Dijelovi skupa I za koje model (K,®) zadovoljava Slaterov
uvjet, tj. za koje vrijedi P=(@) = @O, su, prema tome, dijelovi s najvi-
S$im stupnjem stabilnosti, dok su dijelovi s najvedom kardinalnodéu
skupa P=(@), podrudja najnestabilnijih stanja modela (K, ®). Nadalje,
moguce je ,ocjenjivati” i stabilnost putanje u I prema pona$anju p(®)
= card P=(®) duz nje.

NuzZnom uvjetu stabilnih perturbacija mogude je dati i ekonomsku
interpretaciju (Vidjeti [171, [22]):

»otabilni sistemi lokalno uvijek teZe ka manje restriktivnom sta-
nju.”

Ova interpretacija vodi do fenomena ,nestabilnog prisilnog opti-

muma”, tj. situacije u kojoj se, radi ofuvanja stabilnosti nekog eko-
nomskog sistema (za sve realisticne ciljeve), sistem ne smije prisilja-
vati da funkcionira optimalno.

Za ilustraciju, promotrimo primjer iz teorije poduzeéa, prikazan
u uvodnom dijelu ovog rada (program (TP)), ovdje u nedto izmijenjenom
obliku. Naime, pretpostavimo da sistem ograni¢enja
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Ax = Db
zadovoljava Slaterov uvjet i da je optimalno rjeSenje tog problema, re-
cimo x*. Ako se sistem prisiljava da funkcionira optimalno,. tada, uz
originalna ogranicenja, treba dodati i novo ogranicenje:

cIx = cTx™.

Sada je model:

Max cTx
p. o.
TP, ®) Ax = b,
cx = @,
x =0,

promatran oko pocetnog stanja @ = 0. Poletna realizacija ovog mode-
la, tj. (TP, ®°), zaista je ekvivalentna matematickom programu (TP) jer
je dodatno ograniCenje zadovoljeno za svako dopustivo rjeSenje prog-
_rama (TP) (zbog nenegativnosti varijabli odluc¢ivanja i trziSnih cijena).
Obzirom da ogranifenja Ax < b zadovoljavaju Slaterov uvjet, za pocet-
nu realizaciju modela (TP, ®°) vrijedi:

P=(@) = 0.

Sada, ako se model perturbira u pozitivnom smjeru, tj. za ® > 0,
do stanja ® = cTx*, dobiva se realizacija koja opisuje sistem prisiljen
da funkcionira optimalno. Medutim, za @’ vrijedi P=(®’) = @ (obzirom
na ¢injenicu da je optimalno rjeSenje linearnog programa uvijek gra-
ni¢na toc¢ka dopustivog skupa), $to znacdi da ova perturbacija ne zado-
voljava nuzan uvjet stabilnih perturbacija (teorem 4.2), odnosno da
uvodenje dodatne restrikcije u smislu prisiljavanja sistema da funkcio-
nira optimalno, nuzno dovodi do njegove nestabilnosti. Zaista, u stanju
® = cTx*, dolazi do drasti¢ne kontrakcije skupa dopustivih rjeSenja
na jednu to¢ku (F(®') = {x*}), odnosno na skup optimalnih rjelenja,
ukoliko ono nije jedinstveno.

Ovaj fenomen takoder se povezuje i sa ciklickim tendencijama
ekonomskih procesa. Naime, ukoliko je ekonomski sistem doveden u
optimalno stanje, nakon toga postoje samo dva ,prirodna razvoja’™: ili
je sistem veé funkcionirao optimalno i bez prisile je doveden u to
optimalno stanje (dakle, sistem je dinamicki optimalan) iz kojeg ce se,
po slobodnoj unutrasnjoj inerciji, nastaviti kretati optimalno, ili e se,
ako je prisilno doveden u to optimalno stanje polako (neprekinutim
promjenama) vracdati u suboptimalno stanje i ciklus ¢e se ponavljati.

Ovi fenomeni vode k alternativhom pristupu optimalizaciji u
smislu ,relaksirane optimalizacije” (umjesto striktne optimalizacije)
koja ¢e osigurati veéu stabilnost sistema. (Uz ovaj kontekst vezan je i
pojam ,strukturnog optimuma”, o kojem ée biti govora u drugom dije-
Iu pregleda.)
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4.4. Viseznacna preslikavanja F=:@—>F=(®) i F;~: ®—> F,~(0)

4.4.1. Preslikavanje F=: ® — F=(®)

Kao §to je veé ranije rec¢eno, pri konstrukciji podrucja stabilnosti,
odnosno uvjeta poluneprekinutosti odozdo viseznacnog preslikavanja
F: @ —» F(®), znacajnu ulogu imaju skupovi P=(@) i F=(®). Stoga treba
obratiti paznju i na viSezna¢no preslikavanje F=: @ — F=(@). Prvo §to
se mo¥e uociti jest da je nuZan uvjet stabilnih perturbacija (teorem
4.2) istovremeno i nuZan uvjet poluneprekinutosti odozdo preslikavanja
F=: ® —» F=(@), §to je mogude dokazati analogno dokazu teorema 4.2
uz zamjenu F(@) s F=(®). (Puni dokaz moZe se nadi u [28].) Iz ovoga
bi se moglo zaklju¢iti da je i poluneprekinutost odozdo preslikavanja
F-: ® —» F=(®) nuan uvjet stabilnosti modela. Medutim, to nije tocno,
Sto ilustrira slijedeéi primjer (preuzet iz [28]):

Primjer 4.5
Promatra se konveksan model sa slijedec¢im ogranicenjima:

0,
0,

fi(x) = — X
fA(x) = x — 1

A 1A

0 za |x| = 1,
f(x,®) =@ (|x| —1) za I|x| > 1}5 0,

e 1 = [01}

u pocetnom stanju ® = 0. Za svako @ € I P=(® = {3} 1 F® =
{x: x € [0,11}. Bududi da skup dopustivih rjeSenja ne zavisi od @,
znadi da je model stabilan za sve realisti¢ne funkcije cilja. Medutim,
F=(@®) = RiF=(@®) = {x:x € [—], 1]} za svako ® € 1, ©® = ©". Prema
tome, preslikavanje F=: @ — F=(@) nije poluneprekinuto odozdo u
® = 0.

Iz gornjeg primjera vidljivo je da poluneprekinutost odozdo pre-
slikavanja F: ® — F(®) ne implicira poluneprekinutost odozdo presli-
kavanja F=: @ —» F=(®). Takoder, ne vrijedi ni obrat, §to ilustrira sli-
jededi primjer (takoder preuzet iz [28]):

Primjer 4.6

Promatra se slijedeéi konveksan model:

min f(x) = x

p. o.
fi(x@) = —x—1—0® = 0,
A(x@8) = —&’x =0,

® e [—111,
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u pocetnom stanju @ = 0. Ovdje je P=(®) = {2} 1 F=(®) = R, dok je
za@ el @ = @, P-(® = 0@iF=(®) = R. Iako je preslikavanje F=:
® — F=(®) poluneprekinuto odozdo u ®° (ono je u stvari neprekinuto u
@), model nije stabilan jer je

I[—_IJ °°) a @’“—_0

F(®):l[ 0,) za @=0"
odnosno, preslikavanje F: @ — F(®) nije poluneprekinuto odozdo u
0.

Dakle, na temelju gornja dva primjera moglo bi se zakljuciti da
preslikavanje F=: @ — F=(®) nije povezano s problemom stabilnosti
modela (K, ®). Medutim, upravo povezivanje svojstava preslikavanja
F: ® = F(®) i F- : ® > F=(®), odnosno odredivanje uvjeta pod kojima
poluneprekinutost preslikavanja F=: @ — F=(®) implicira isto svojstvo
preslikavanja F: @ — F(@), omogucilo je konstrukciju novih podrucja
stabilnosti, o ¢emu ée biti govora u slijedecem odjeljku.

Na kraju, treba primijetiti da, suprotno preslikavanju F: @ — F(®),
pretpostavka neprekinutosti (po x i po ©) funkcija modela (K, ®) ne
osigurava poluneprekinutost odozgo preslikavanja F=:@ — F=(®). Me-
dutim, ukoliko je (uz tu pretpostavku) i skup P=(®) konstantan za sva-
ko ® iz okoline od nekog ®°, preslikavanje F= : @ — F=(®) N K jest
poluneprekinuto odozgo u @ za proizvoljan kompakt K. (Ovdje je F=(®)
presje¢en s K da bi se izbjegla neogranic¢enost skupa F=(®) za neko @
iz okoline od @°.) (Dokaz ove tvrdnje moZe se naci u [28])

4.4.2. Preslikavanje F;=: ®@ — F;=(®)

Jo¥ jedno preslikavanje znacajno je u optimalizaciji konveksnih
modela matematickog programiranja. To je viSeznaCno preslikavanje
Fo=: ® = Fy=(®),"! za neko fiksno @ = @ definirano na slijedeci nacin:

F=(@) = {x=R":f(x,0) =0, icP(&)}. (4.12)

Ovo preslikavanje ima klju¢nu ulogu, kako u kontekstu analize
stabilnosti modela (naj$ire do sada poznato podrucje stabilnosti kon-
struira se upravo pomocu ovog preslikavanja), tako i pri karakterizaciji
optimalnosti (potpuna karakterizacija optimalnosti ulaza modela (K, 8)
bez ikakvih uvjeta na njegovu strukturu, moguca je uz koristenje ovog
preslikavanja).

Kao i preslikavanje F: ® — F(@®) (ali ne i F=: @ — F=(@)), ovo
preslikavanje je uvijek poluneprekinuto odozgo (zbog neprekinutosti

1 Donji indeks u ovoj notaciji koristi se kao indikacija da je ovo
preslikavanje povezano s karakteristikama modela u stanju @ = ®" (tocnije,
s P=(®")). Ukoliko se fiksni ulaz oznadi drugacije, analogno treba mijenjati
i ovu oznaku (npr. u kontekstu karakterizacije optimalnosti, fiksni ulaz oz
nacava se s @* pa se i ovo preslikavanje oznadava s F=(@)).
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funkcija fi(x, ®), i € P=(@"). Medutim, ono nije uvijek i poluneprekinu-
to odozdo (kao ni F: ® — F(®)). U stvari, poluneprekinutost odozdo
preslikavanja Fo™: ®— F,=(®@) je dovoljan uvjet stabilnih perturbacija
jer ono implicira poluneprekinutost odozdo preslikavanja F: ® — F(@).
Da ovo svojstvo nije i nuZan uvjet stabilnih perturbacija, pokazuje sli-
jededi primjer:

Primjer 4.7
Promatra se konveksan model sa slijede¢im ograni¢enjima:

fiix) ==z =0,
f(x,0) = 0x =0,
@ E€l=(0,=)

u pocletnom stanju @ = 0. Ovdje je F(®) = R_ (nepozitivan ortant od
R) za svako ® € I, $to znali da je model stabilan za sve perturbacije
unutar I (tj. za ©>0). Medutim, kako je P=(@°) = {2}, to je

R za ® =0

Fr(e) = R_za @ >0~
Dakle, preslikavanje Fy=: @ — F,=(@) nije poluneprekinuto odozgo u
®" iako je model stabilan u @ za svako ® € L

Suprotno preslikavanju F=:® — F=(@), svojstva preslikavanja
F,= : ® — F,=(@®) nije moguce povezati s nuznim uvjetom stabilnih per-
turbacija (teorem 4.2} jer je ono definirano samo pomocu P=(®°) i ne
ovisi o pona$anju skupa P=(@) pri perturbiranju modela. Medutim, svoj-
stvo P=(®) < P=(®°) stabilnih perturbacija omogucava uspostavljanje
slijedeceg odnosa:

F(@) < Fy (@) & F-(0) (4.13)

koji vrijedi za svako ® & N(®) N S(@), gdje je N(@) neka okolina
od @ a S(@") proizvoljno podrucje stabilnosti u @’.

Na kraju, treba spomenuti da je preslikavanje F,= izu¢avano vec
u [02], gdje je koristena druga notacija.

4.5. Neka poznata podrucja stabilnosti

U ovom odjeljku izloZzena su neka do sada otkrivena podrucja
stabilnosti modela (K, ®) u nekom ® = @°. (Podsjetimo se da su to
dovoljni uvjeti za poluneprekinutost odozdo preslikavanja F: @ — F(®)
u ©°.) Ovi uvjeti izraZeni su pomodu skupova P=(@), F=(@) i F=(@) i
predstavljaju zajedni¢ka podrudja stabilnosti za sve konveksne modele
(K, @) s realisti¢nim funkcijama cilja.
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Radi jednostavnosti notacije, u ovom odjeljku pretpostavlja se da
je I = Rr. (U protivhom, ovdje promatrana podruéja stabilnosti treba
presjeéi s 1)

4.5.1. Podrucje stabilnosti M(®")

Idejno najjednostavnije i intuitivno najjasnije podruéje stabilnosti
u @ je skup

M(®) = {®: F(@) < F(B)}, (4.14)
dakle, skup svih vektora parametara @ koji ne smanjuju dopustiv skup
(npr. za RHS-perturbirani linearni model to je skup svih RHS-vektora
koji po komponentama nisu manji od polaznog RHS-vektora).

Podrucje stabilnosti M(®") u opcem slu¢aju nije konveksan skup,
Sto ilustrira slijededi primjer: - '

Primjer 4.8

Promatra se konveksan model s jednim ogranic¢enjem:
fiix,®) = (16 — |81)x =0,

u @ = (0,0)T. Ovdje je F(®') = R, pa je
M(@) = {(0,8)" : |18, = |8},

dakle, dva pravca koji se sijeku u @°.

Medutim, uz odredeni uvjet, iskazan slijede¢im teoremom (preu-
zetim iz [27]), podrucje M(®°) jest lokalno konveksno:

Teorent 4.3

Promatra se konveksan model (K, ®) s realisti¢nom funkcijom cilja u
© = @". Neka postoji okolina N(®') od ®° takva da je skup

N(©) N {@:f(x,0) = 0zanekoiec P}

konveksan za svako x € F(®') i svako i = P. Tada je M(®) N N(®)
konveksan skup. '

Kao podrulje stabilnosti, u nekim situacijama, takoder se pro-
matra i slijedeéi podskup od M(®°):

M(®) = {®: F(®) < F(@) S F-(@)}. (4.15)

4.5.2. Podruéje stabilnosti H(®")

Za odredivanje ovog, najSireg do sada poznatog podrucja stabil-
nosti (bez dodatnih pretpostavki na svojstva preslikavanja F=: @ =F “(@))
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koristi se viSeznacno preslikavanje F=: @ —» F=, (®), definirano u odjelj-
ku 4.4. Slijededi rezultat pojavio se u [13];

Teorem 4.4

Promatra se konveksan model (K, ®) s realisticnom funkcijom cilja u
nekom @ = @". Tada je skup

H(®)={8:F(®)c F-, (@)} (4.16)

podrucje stabilnosti u @-.

Napomena: obzirom da je H(®) najgire poznato podrucje stabilnosti,
ovdje je u cijelosti izlofen dokaz ove tvrdnje (preuzet iz [15]).

Dokaz:

Treba dokazati da je preslikavanje F:@—>F(@) poluneprekinuto odozdo
u O na H(®). Kada to ne bi bilo toéno, postojao bi otvoren skup A ta-
kav da je F(@) N A= @, ali F(@) N A = @ za niz @ € H(®'), @*— @',

Izaberimo proizvoljne x u relativnoj “Unutrasnjosti  skupa F(e)n A,
Tada je

fi(x,®) <0, ie P<(g) 4.17)

te, zbog neprekinutosti funkcija,
(x84 < 0,ieP < (¢), (4.18)

za svako @ u nekoj okolini od @, Nadalje, obzivom dg je xe Fe)q
e € H (@), vrijedi:

fi(x, @) <0, ie P-(a). (4,19)

Jzrazi (4.18) i (4.19) daju xe F(®*) za svako @k H(e), dovoljno blizu
®°, Sto daje konrradikciju.

Cinjenica da je za svako @, F(®) c F- (@), daje M(®°) < H(®"), ¢ime
gornji dokaz vrijedi i za podrucje M(@). (Izravan dokaz da je M(@®")
podrudje stabilnosti modela (K, ®) mozZe se nadi u [277)

4.5.3. Podruéja stabilnosti uz poluneprekinutost odozdo
preslikavanja F=: @ — F- (&)

U ovom odjeljku navode se uvjeti koji osiguravaju da polunepre-
kinutost odozdo preslikavanja F=: @ — F= (®) implicira poluneprekinu-

? Skup H (8°) moze se zapisati i na slijedeéi nacin:
H (@) ={e: f (x, ) =<0, YxeF (@), i e P- (@)}
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tost odozdo preslikavanja F: @ — F (@), tj. stabilnost modela (K, ®). Ovi
uvjeti takoder se mogu shvatiti kao podrucja stabilnosti ali samo onih
modela (K, ®) koji zadovoljavaju pretpostavku poluneprekinutosti odogz-
do preslikavanja F=: @ — F= (®).

Drugi razlog zbog kojeg se navode ovi uvjeti je u tome $to pod-
rucja stabilnosti koja se obraduju u nastavku ovog poglavlja, u stvari,
predstavljaju »suzavanje« ovih podru¢ja dodatnim uvjetima koji osigu-
ravaju stabilnost modela bez dodatnih pretpostavki.

Teorem 4.5

Promatra se konveksan model (K, ®) s realisticnont funkcijom cil ja u ne-
kom @ = @". Neka je preslikavanje F=: @ - F=(@) poluneprekinuto odoz-
do u @' Tada su slijededi skupovi podruéja stabilnosti u e

R (@) = {®: P=(@) = P- (@)}, (4.20)
R (@) ={0:f (x,0) <0V x = F- (@), i € P- (@)\P- @)}, (421
R;(®) = {@: F(®) < F= (@)} N R, (@) (4.22)

Nadalje, neka dopustiy skup F(®°) ima nepraznu unutrasnjost.® Tada su
i slijedeci skupovi podrucja stabilnosti u @':

R; (@) ={@:fi(x,0) <0 VxeF-(¢)icp- (O°)N\P=(®)), (4.23)
Ri(®) ={@®:fi(x,0) <0 vixeEF(@) ic P=(®"')\P=(®) } (4.24)
R; (®) = {®: F (@) < F(®°)} N R, (®). (4.25)
Napomena: obzirom da su neka od navedenih podru¢ja (Ry(®) i R4(®")
opcenito neusporediva s H(®) G medusobno) te dokaz teorema 4.4 ne

vrijedi i za njih, dokaz ovog teorema (takoder preuzet iz [15]) navodi se
u cijelosti.

Dokaz:
Obzirom da je

Rs(®) S R, (®°) S R, (®), (4.26)
te da je
R; (@) S R; (@) € R, (®°), 4.27)

5 B Ovag pretpostavka nije ekvivalentna zadovoljenju Slaterovog uvijeta,
Sto pokazuje slijededi primjer (preuzet iz [14]: Za konveksni program (K)
s jednim ogranidenjem:

f (x) = max {0, x? sgnx)} < @,
postoji unutragnja todka dopustivog skupa F = {x: x < 0}, dok Slaterov uvjet
nije zadovoljen (f1(x) =0 V x = F).
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(druga implikacija u (4.27) vrijedi zbog F (@) < F=(@)), dovoljno je do-
kazati tvrdnju samo zq (1) podrucje R,(®°) i (2) podrucje R, (@°).

(1) Treba dokazati da je preslikavanje F: 0—>F(®) poluneprekinuto odoz-
iio U O na Ry(®°). Za dani niz @ > @, @ = Ry®'), izaberimo proizvoljno
e F(@e). Dovoljno je pokazati da Postoji niz {xx (@%)}, xx (@%) = F(@*)

lakvo da xk— 7, Proizvoljno blizu x_postoji Y u relativnoj unutrasnjosti
od F(®°), tj.

fi(y,®) <0 i e p< (@) (4.28)

Evidentno je da je y e F=(®) (zbog neprekinutosti funkcija modelq i
zbog F(@°) < F=(@)). Medutim, preslikavanje F=: ®—>F=(®) je po pret-
postavci poluneprekinuto odozdo u ®°. Premaq tome, postoji (za isti niz

{©*}) niz {¥*(0")}, y(e*) = F=(@%) takav da vy, Takoder, iz istog
razloga, vrijedi:

P=(@*) c P=(®), (4.29)

za svako k dovolino veliko. Zbog neprekinutosti funkcija, izraz (4.28)
implicira ' '

fiiys e <0, i e P<(g) (4.30)
Takoder, (4.29) i @ = R,(®’) daju:
fiiy,, @Y <0, ie pP< (O)N\P < (@), (4.31)

obzirom da je y* € F=(®*). Ovo poslijednje, zajedno s (4.30) i (4.31), imn-
plicira da je vt F(®%) za dovoljno veliko . Dakle, za svaku tocku
Y & F(e), proizvolino blizu x, postoji niz y* &€ F(O) takav dq ye =y,
Prema tome, slijedi da je moguce konstruirati niz x* € F(@*) koji kon-
vergira ka .

(2) Kada preslikavanje F: ® — F(®) ne bi bilo poluneprekinuto odozdo y

®° na R(®), postojao bi otvoren skup A takav da je F(@) N A4 = D, ali
da je F(@%) N A = O za niz {@"}, @ = R, (®), @ - @°. Izaberimo proiz-

voljno x iz unuirasnjosti skupa F(®°') n A. Tada je
F5e) <0, ieP<(e) (4.32)

Sto, zbog neprekinutosti funkcija, daje

fiix,0% <0, i e P<(q) (4.33)

A
zZa svako @* dovoljno blizu ®°. Obzirom da je @ esR(@)ixe F(@),
vrijedi:

-
H
!




MATEMATICKO PROGRAMIRANJE 391

fi(z,©) <0, i< P<(@)\P (@, 4.34)

$1o, zajedno s (4.33), daje
fi (93, 0)=0,ie P<(o~ (4.35)

A A
To znaci da je x & F=(@*), jer bi u protivnom vrijedilo x F(@¥) sto je
A

kontradiktorno F(®%) N A = @. Obzirom da je x proizvoljan ali fiksan,
postoji otvoreni podskup A’ od A N int F(@°) takav da je A'N F=(@*) = 0.
Medutim, A’0 F=(@") = @, jer je F(®") < F=(®'), $to je kontradiktorno
pretpostavci da je preslikavanje F=: @ — F=(@®) poluneprekinuto odoz-
do u ®".

4.5.4. Ostala podrucja stabilnosti

U prethodnom odjeljku navedeni skupovi R, (@), i < {1,2,...,6},
su podrucja stabilnosti modela (K, ®) u ®° uz uvjet da je preslikavanje
F=: ® » F=(®) poluneprekinuto odozdo (neka od tih podrucja zahtijeva-
ju i dodatnu pretpostavku neprazne unutrasnjosti dopustivog skupa u
®°). Medutim, neki podskupovi tih skupova takoder su podrudja stabil-
nosti modela (K, ®), ali bez dodatnih pretpostavki na preslikavanje
F=:®—> F=(®) ili unutrasnjost F(®°). Takvi podskupovi najéedce su i
laksi za konstrukcije te, u stvari, kronologki predstavljaju »starija« pod-
ruja stabilnosti dok su skupovi R/{(®), 1 {1,2,..., 6}, njihova naknad-
na prosirenja uz navedene dodatne pretpostavke.

Jedna grupa takvih podskupova, odnosno podrucja stabilnosti u
@, bazira se na uvjetima na ponasanje skupa F=(®) u odnosu na skup
F=(®", koji, u stvari, osiguravaju poluneprekinutost odozdo preslikava-
nja F=. Radi se o slijede¢im skupovima:

V (@) ={®: F=(0) € F=(0)} N R/(®),

V(@) ={8: F=(®) S F=(8)} N Ry(®’),

V:(0°) = {©: F=(8") = F=(®)} N R(®’),

V3(0°) = {@®: F=(0") = F=(®)} N Ry(®),

V(@) = {@: F=(0°) S F=(B)} N R,(®’),

W(®') = {®: F=(®) S F=(®)} N R(®’),
Ocigledno je da je

VA®) € V(O) i Vi®) S VA(0).
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, Takode_r, zb{)_g odnosa izmedu skupova R{(®", i {1, 2,3, 4} (0sim
vec navedenih vrijedi i Ry(@®) < R;(®7), vrijede i slijedeée implikacije:

W(@) c Vo) < V@) < V(e) te
Vi(@) < Vi) < V(@)

(Implikacija V,(©") V(@) proizlazi iz uvjeta F=(@°) < F=(@), postav-
ljenog na te skupove.)

Skupovi M(®") i V(@) te njegov lakSe odredivi podskup W(@")
predstavljaju najstarija poznata podrucja stabilnosti, obradena ve¢ u
[27], gdje je i izloZen izravan dokaz za podru¢ja M(®) i W(@). Za
podruéje V(@°) izravan dokaz moe se naci u [25]. U [27] su, takoder,
prikazane i osnove metode za odredivanje podruéja V(@) i W(®"), koje
¢e biti izloZene u 5. poglavlju ovog pregleda.

Kao podrudja stabilnosti promatraju se i slijedeci skupovi u Rv,
takoder podskupovi pojedinih od skupova Ri(®%), i = {2, 3, 4}:

2@’} = {@:F(®) € F=(®)} N R(®),

Z,(@°) = {@:F(@) < F=(@)} N Rye),

2(®) = {®@:F(®) < F~(@)} n Z(&),

Z(@) = {®:F(@) © F=(@) = F-(@)} N R(e).
Vidljivo je da vrijede slijedede implikacije:

(@) € Z(®) € Z(e).

(Ova druga implikacija vrijedi zbog uvjeta F(@) = F=(@), sadrzanog u
tim skupovima.) Takoder vrijedi i

Zi{@°) < Z(e),
zbog Zy(@") S V(@) i V(&) S Z(&@) (jer je F(&) < F~(&’)).

Moguce je uoditi da su svi navedeni skupovi koji predstavljaju
podruc¢ja stabilnosti modela (K, ®) u @ (bez dodatnih pretpostavki na
preslikavanje F= ili na skup F(®")), u stvari, podskupovi skupa H(®"
koji je, prema tome, najdire poznato podrucje stabilnosti. Medutim,
zbog mogudih teskoda u njegovom odredivanju kao i odredenih speci-
fi¢nosti pojedinih manjih podrudja stabilnosti (¢ije su posebne karak-
teristike naroc¢ito znacajne u do sada razvijenim numeri¢kim metodama
optimalizacije modela MP) ima smisla obratiti paZnju i na pojedine pod-
skupove podruéja H(@").

Na dijagramu 4.1 izloZen je shematski prikaz povezanosti (u smi-
slu inkluzije) ovih podruéja stabilnosti (radi preglednosti izostavljen je
argument @0). Strelica u dijagramu oznadava inkluziju (npr. M — H
znaci M(@) < H(®)).
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Dijagram 4.1.

Vidljivo je iz dijagrama da su mnoga podrudja stabilnosti sadrza-
na u drugima (vecina ovih inkluzija veé je spomenuta). Medutim, ncka
podrucja stabilnosti, vrlo znac¢ajna u primjeni, nisu medusobno uspo-
rediva (npr. M(®°) i V(@) ili W(8")). To, u kontckstu stabilpe optimali-
zacije modela matemati¢kog programiranja zna¢i da izbor razli¢itih
podrucja stabilnosti unutar kojih ée se model (K, @) stabilno perturbi-
rati moZe dovesti do razli¢itih ,usputnih” realizacija modela, odnosno
do razli¢itih lokalno optimalnih realizacija modela. Moglo bi se oceki-
vati da ée izbor ,vedeg” podruéja stabilnosti dovesti do boljeg lokalno
optimalnog ulaza, medutim, to ne mora uvijek biti sluaj a, s druge
strane, konstrukcija ,,vecih” podruéja stabilnosti najéeice iziskuje znat-
no veci numericki napor.

Vainost pojedinih podrudja stabilnosti u stabilnoj optimalizaciji
modela MP biti ¢c opisana u drugom dijelu ovog pregleda.

Slijededi primjer ilustrira navedena podrucja stabilnosti:

Primjer 4.9

Promatra se konveksni model sa slijeded¢im ograni¢enjima:
flx,8) = 8,(0,—@8) Ix] = 0,
f(x,®) = 0:(0,—®) |x| = 0,
u pofetnom stanju @ = (0, 0)T. Ovdje je F(@) = R, P7(®) = {1, 2} i

F=(@) = R. MoZe se pokazati da je podruéje stabilnosti M(®") odredeno
na slijededi nadin:
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M@) = {(®,8,)T : |g, = |®,] , sgn@®, = sgn@, }.

(Ovo podrugje prikazano je na slici 4.2 kao Srafirana povréina.) Naime,
Za svako @ € M(®"), F(®) = R, dok je za svako @ izvan M(@") F(@) = {0}
Nadalje, podrucje W(®°) odredeno je na slijedeéi nacin:

W) = { (©,0,)7 : 0, = 0, };

Sto je, u stvari, jednako skupu R,(®°) jer za svako @ koje zadovoljava
P=(@) = P=(@) (uvjet R,(©")) vrijedi F=(@) = F=(@"). (Na slici 4.2 ovo
Podru¢je prikazano je isprekidanim pravcem kroz ishodite.)

Skup R,(@®°) poklapa se s podru¢jem M(®°) (situacija P=(®) = @
pokriva ¢&itay skup M(®°) dok P=(®) = @ generira samo podskupove od
M(@). Obzirom da je F=(@) — F(@) = R, isto vrijedi i za R,(@") i
Ry(®). Sada, zbog F(@) = F=(@) = F(@®) = F~(®) = R za svako @ <
Ry®) = Ry(@) = Ry(®"), vrijedi i
V®) = Vi@) = Z(©) = Z(®) = M@), i < {1,234}, j e {1, 2
3}. Na kraju, P=(@) = P uzrokuje F,=(@) = F(@), ¢ime podruéje H(®")
postaje identi¢no podrucju M(@°). :

Ho

8,

Stika 4.2

_ U gornjem primjeru podruéja stabilnosti M(®) i V(@) se poklapa-
Ju-[lz)a to ne mora uvijek biti tako, pokazuje slijedeci primjer (preuzet
iz 71):

Primjer 4.0

Promatra ge konveksni model sa slijede¢im ograni¢enjima:

filx) = —x =<0,
B @ 9
f(x,®) = —@ |1 — ——_ (lx|—=x) <o,
e
[ o
fix,@) = @l1 + (lx|—x) <0,
| @ |
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gdje se 0/ |0 definira kao 1. Za svako ® < R, F(@) = R, . Medutim,

R za =20

Fofe) = R, za =0

Prema tome, za @ = 0, M(@") = R dok je V(@) = {&'}.

U prethodnom primjeru je V(®°) podskup od M(®°). Naravno, mo-
guca je i obrnuta situacija. Na primjer, u RHS-perturbiranom linear-
nom modelu za koji ogranienja Ax < @ zadovoljavaju Slaterov uvjet
za svako ® € I, M(®") je skup svih vektora ® koji po komponentama
nisu manji od @°. Ali V(@) = I jer je P=(®) = @ i F=(®) = R" za sva-
koo e L.

U stvari, ako je za neki konveksni model (K, @) zadovoljen Slate-
rov uvjet za @ = ©°, tada, zbog neprekinutosti funkcija ogranienja,
Slaterov uvjet takoder vrijedi i za @ = N(®"), gdje je N(®") neka okolina
od @°, To znaci da je

P=(@) = P=(@®) = @ i F=(@) = F(@) = R~

za svako ® = N(®°). Tada neka podruéja stabilnosti (npr. R,(®), V(®),
W(@"), ali ne i M(@")) postaju jednaka okolini N(®") od @', $to znadi da
je model stabilan u @°. Dakle, zadovoljenje Slaterovog uvjeta za (K, @)
je dovoljan uvjet stabilnosti modela u @. Naravno, on nije i nuzan, $to
itlustrira primjer 4.10.

Postoje i situacije u kojima model (K, @) nije mogude stabilno
perturbirati oko polaznog stanja @°, tj. kada svaka perturbacija mode-
la iz pocetne realizacije dovodi do skokovitih promjena izlaza modela.
Tada je, naravno, S(®") = {®°}.

4.6. Radius stabilnosti

KaZzemo da je model (K, @) stabilan u ® = ®&" ako je neko podrué-
je stabilnosti moguce zamijeniti okolinom od @®". Medutim, u prakti¢nim
primjenama ¢ini se znacajnim odredivanje veli¢ine te okoline. Ovo po-
glavlje zavrsiti ¢emo definiranjem mjere veli¢ine stabilne okoline od
©®°, odnosno mjere stabilnosti modela (K, ®) u @ — tzv. radiusa stabil-
nosti.

Definicija 4.2

Radius stabilnosti v > 0 za ograniéenja konveksnog modela (K, ®) u
©®° je radius najvede otvorene kugle

S@,7) = {e:ll e—e°Ill < r}
ca svojstvom da je (K, @) stabilan u svakom @ = S(@°, r).

Odredivanje radiusa stabilnosti znadajno je jer daje informaciju
u kojoj mjeri je dozvoljeno naprezati sistem (u smislu perturbacija

polaznih parametara) a da se ne izazove drasti¢na reakcija (tj. da ne
dode do prekida skupa dopustivih rjeSenja).
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Nadalje, radius stabilnosti daje korisnu informaciju prilikom
primjene numeri¢kih metoda jer vrlo mali radius stabilnosti indicira
opasnost od ,iskakanja” iz podruéja stabilnosti uslijed nepreciznosti
i greSaka u racunskim operacijama.

Primjer 4.10 zanimljiv je i u kontekstu odredivanja radiusa sta-
bilnosti jer pokazuje da model (K, ® moZe imati beskona¢no velik ra-
dius stabilnosti jako Slaterov uvjet nije zadovoljen u realizaciji za
koju se on odreduje.

Slijedeci primjer ilustrira pojam radijusa stabilnosti:

Primjer 4.11
Promatra se slijededi konveksan model:

minf (x) = —x,
p. 0.

1(x8) =x—x%+0,<0
f(x,0) =2 4 x—e4 <0

oko pocetnog stanja ® = (3, 2)T. Model je stabilan za vrijednosti @, i
®, koje zadovoljavaju slijedece nejednadzbe:

v

O 3}
@ =0

(u protivnom, skup dopustivih rje$enja je prazan skup). Slika 4.3 ilustri-
ra radius stabilnosti ovog modela u ovisnosti o izboru norme (slika 4.3a)
odnosi se na izbor 1-norme, 4.3b) na izbor I,norme a 4.3c) na izbor

1 o0 -norme):

e, J}
AEN
\\§
A A
a) B e)

Slika 4.3.

Iz slike 4.3 vidljivo je da radius stabilnosti modela MP ovisi i o izboru
norme po kojoj se odreduje te je stoga vaino odabrati normu koja
najbolje odgovara prirodi problema koji model MP opisuje.
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5. NEKE NUMERICKE METODE U PRVOJ ETAPI STABILNE
OPTIMALIZACIJE

Na pocetku poglavlja izloZzene su neke metode za odredivanje
minimalnog skupa indeksa aktivnih ograni¢enja P=(@®) ¢ija je kljuéna
uloga u analizi stabilnosti modela i identifikaciji lokalno optimalnog
ulaza uocljiva iz dosadasnjeg dijela ovog pregleda. Nadalje, prikazane
su i1 metode za odredivanje nekih konkretnih podrucja stabilnosti mo-
dela (K, ®), dakle, numericki dio prve etape procesa optimalizacije mo-
dela MP.

Pri izlaganju navedenih metoda koriste se problemski orjentirani
blok-dijagrami ¢iji pojedini dijelovi se ne odnose na konkretne operaci-
je veé na skupine operacija sadrzane u pojedinim problemima unutar
tih metoda (za mnoge od tih problema efikasna razrada po koracima
jo§ je uvijek otvoreno pitanje).

5.1. Odredivanje minimalnog skupa indeksa aktivnih ogranicenja

Poznate su dvije metode za odredivanje skupa P= (obzirom da se
minimalni skup indeksa aktivnih ograni¢enja odreduje za neko fiksno
®, u ovom odjeljku izostavlja se argument @). Prva metoda (izloZena
u [04], prema Abrams i Kerzner) u pocetnom koraku polazi od praznog
skupa i iterativnim povecavanjem u kona¢nom broju koraka (najviSe
card P(x*), gdje je x* proizvoljno odabrana dopustiva tocka programa
(K)) dolazi do skupa P=. Druga metoda (izloZena u [26]) polazi od skupa
indeksa svih ograni¢enja P i iterativnim smanjivanjem u konacnom
broju koraka (najvise card (P (x*)\ P=) dolazi do skupa P=. Obje me-
tode se bitno pojednostavljuju u slucaju kada su funkcije ogranienja
vierno konveksne funkcije (po x). Naime, obje metode ukljuc¢uju odre-
divanje konusa smjerova konstantnosti koji je u opcem slucaju tesko
odrediv. Medutim, ako su funkcije ogranic¢enja vjerno konveksne (vidi
(3.F1), napom. 6), tj. moguce ih je prikazati kao:

fi(x) = hi(Ax + b) + (@)'x + a;, 1 € P, .1

adje su hi: R - R, i € P, striktno konveksne funkcije, A; € R™", b' &
Rm, ai € Rnig; € R, i € P, tada konus smjerova konstantnosti za
te funkcije u nekoj tacki ne ovisi o izboru te tolke i moguce ga je odre-
diti kao

A

D= = N (ai)T

}, ie P (5.2)

gdje N oznadava nula-prostor ove proSirene matricc. Konus smjerova
konstantnosti za vjerno konveksnu funkciju Cija eksplicitna reprezen-
tacija (5.2) nije poznata takoder je moguce jednostavno odrediti (me-
toda, prema Wolkowicz, moZe se naci u npr. [04]).

U nastavku odjeljka izloZene su obje metode za odredivanje skupa
P= u dvije varijante — opdenitoj i pojednostavljenoj, koja se odnosi
na programe s vjerno konveksnim funkcijama ogranicenja.
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5.1.1. Metoda Abrams-Kerzner

a) Varijanta za proizvoljne konveksne programe (K)

Nakon izbora proizvoljne fiksne to¢ke x* = F i odredivanja P(x*),
metoda zapoclinje sQ =@ i u konaénom broju iteracija zavr$ava sa
Q = P=. U svakoj iteraciji rjeSava se sustav (AK, Q):

y+ Ly =0
i P(x")\Q

¥ E[DS (x*) ]*, v e {D,< (x"")] 5 1 e P(x*)\Q, ne svi nula,

Cija rjedivost predstavlja kriterij zaustavljanja.

Dokaz validnosti ove metode bazira se na teoremu separacije (Du-
bovitskii-Milyutin) i nekim svojstvima skupa P=. Puni dokaz moZe se
nadi u [04].

Metoda u (problemskim) koracima izloZzena je u dijagramu 5.1:

Izaberite x* = F.
Odredite P (x*).
k=1 0= ¢@.

3
=

Rijesite sistem
(AK, 0%

g?:'{iep(x*)\gk:yi;e@}‘

' DA
_—\
(=072 >|5TOP: P-=g

{NE

'ﬂ““=n“U(Tk,k=k+1

Dijagram 5.1
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b) Varijanta za programe (K) s vjerno konveksnim funkcijama ogra-
nicenja

Neka su funkcije ogranicenja fi, i € P, diferencijabilne vjerno kon-
veksne funkcije, dane kao (5.1). U tom sluc¢aju, metoda Abrams-Kerzner
se modificira utoliko §to se u svakoj iteraciji, umjesto sustava (AK, ),
rjeSava sustav (AK’,Q) (s varijablama ); € R, i € P (x*)\Qiu! € Rm+!,
ie Q)

I M Vi (x*)— T [AT,al]ul =0,
ie Px*)\Q ie

M=0 = nm= 1L
ie Px*)\Q

U ovoj varijanti metode rjesivost sustava (AK’, }) koristi se kao Krite-
rij zaustavljanja.

Vidljivo je da je ovaj sustav znatno jednostavniji od sustava
(AK, Q), tj. da se u ovom slucaju svaka iteracija metode svodi na rjesa-
vanje homogenog sustava linearnih jednadZbi uz uvjete nenegativnosti
na neke varijable. Medutim, ova varijanta metode ocigledno je primje-
njiva samo ako je moguce odrediti eksplicitnu reprezentaciju (5.1) vjer-
no konveksnih funkcija ogranicenja.

Koraci ove varijante metode Abrams-Kerzner prikazani su na di-

jagramu 5.2.

Izaberite x* = F.
Odredite P (x*).
k=1, 0= Q.

»
’

Rijesite sistem
(AK’, Q)

/“Sistem (AK, 09 \ DA
\\ nema rje$enja? S \ STOP: P= = ﬂ“_

NE

I Q= {ie P ExM\ar: ), > 0} ‘

'Qk+lzﬂkuﬁk’k=k+1 ‘

Dijagram 5.2.
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Ova metoda ilustrirana je primjerom:

Primjer 5.1

Promatraju se ogranifenja:

fl (x) = —X; + x32 =< 0,

fz (x) = X =<0,
A (x) = x, =0,
ft(x) = x; = 0.

Uo&imo da se radi o vjerno konveksnim funkcijama, pri emu je:

001 000
A= 000}, A, =A;=A4,=|000
000 000
—1 1 0 0
al = 0|, &&= 0 |, &= 1 |, a=} 0 |,
0 0 0 1
Inicijalizacija. Izbor npr. x* = (0,0,0)T daje P (x*) = P, odnosno uz

ot =@), P(x*\Q/ = P.

1. iteracija. Pripadni sustav (AK’, ) je:

'—)‘d + )"2 = 0,
XS:O,'
)&4201

)w]+)\;2+)»3+)\'4:])
N=0,i€{1,23,4},
$to daje rieSenje A = Az = 0.5, Ay = Ay = 0. Prema tome je o ={1,2}.

2. iteracija. Ova iteracija pocinje s Q= {1,2} U @ ={1,2}. Sada je
Px* )\ = {(3,4} pa je pripadni sustav (AK’, 03):

u_;l —_— 1142 = 0,

)\«3:01

)"4 - ull = ny
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}\-3+)\«4=I:
ez 0, W= 0.

Rjedenje ovog sustava je A3 =01 =1, te je stoga OQF = {4}

3. iteracija. Sada je = {1,2,4} i P(x*\Q®={3}. Pripadni sustav
(AK', O):

)\.3:-11

ntigledno nema rjeenja pa je stoga P~ = {1,2,4}.

5.1.2. Metoda Zlobec-Craven

Ova metoda primjenjiva je samo na diferencijabilne konveksne
modele jer program koji se rjeSava u svakoj njenoj iteraciji sadrzi gra-
dijente funkcija ograniCenja. Suproino prethodnoj, ova metoda ne po-
lazi od praznog skupa veé od skupa indeksa aktivnih ograni¢enja u pro-
izvoljno odabranoj dopustivoj tocki x* ¢ijim sukcesivnim smanjivanjem
dolazi do minimalnog skupa indeksa aktivnih ograniCenja P=. I za ovu
metodu izloZene su dvije varijante — opdenita 1 varijanta za konveksne
programe s vjerno konveksnim funkcijama ogranicenja.

a) Varijanta za proizvoljne diferencijabilne konveksne programe

Inicijalizacija ove metode, uz izbor proizvoljne dopustive tocke x*,
ukljuduje i specifikaciju tolerancije g > 0. U svakoj iteraciji metode rje-
%ava se jednoparametarski program (ZC,®, ) (po varijablama d € Rn,
§i e Rn, i & P(x*)):

min Y. [V fi(x*)]7d

ie

p. o.

[Vfi(x*)1d + elld—§l, <0,

Si & Di= (x*):

ld,)= 1, 1§il= 1, je{l,2,...,n}, ieP(¥)$

U ovom sluc¢aju kriterij zaustavlajnja bazira se na odgovarajucoj
usporedbi rjeSenja ovog programa i unaprijed zadanog nivoa toleranci-
ie ¢. Dijagram 5.3 prikazuje ovu metodu u koracima.

% Apsolutne vrijednosti varijabli tretiraju se na uobifajeni nacin: 2a
neku varijablu u; koristi se transformacija

u =u*—u, |lwyl=u* +u,ut - =0ut=0um =0
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Ova metoda bazira se na ¢injenicama da, za proizvoljnu dopustivu
tocku x* programa (K) jEJ((@) —= 0 za svako »dovoljno malo« ® > 0 impli-

cira P= = P(x*), odnosno da R@) < 0 za neko ® > 0 implicira P= = P(x*).
(Dokazi ovih tvrdnji kao 1 konvergentnosti i konacnosti ove metode mo-
gu se nadi u [26]) Otigledno je da za polaznu vrijednost parametra

@ (®) treba odabrati »dovoljno malu« vrijednost jer manje vrijednosti

® generiraju manje optimalne vrijednosti f (®). Izbor nivoa tolerancije
naravno ovisi o konkretnom problemu (autori ove metode su u testira-
nim programima koristili nivo tolerancije ¢ = 0.01).

b) Varijanta za diferencijabilne konveksne programe (K) s vjerno kon-
veksnim funkcijama ogranicenja

Neka su funkcije fi, ieP, diferencijabilnog konveksnog programa
(K) vjerno konveksne funkcije dane kao (5.1). Tada je u metodi prika-
zanoj u dijagramu 5.3 program (ZC, ®, ) moguce zamijeniti programom
(ZC',®,Q) (u varijablama d = [d,1 € R):

min Y= [V fi(x*)]17d
ieQ
p. 0.
[Vfi(x5)]7d + © la, 7|+ ToAGd] | =0, ieP(x¥),

=1

<1, j=12...,1"

edje A oznacava j-ti redak matrice A;.

(Obzirom da je u svim ostalim koracima ova varijanta identi¢na
prethodnoj, za nju nije posebno sastavljen blok-dijagram.)

Vidljivo je da je i ova metoda bitno pojednostavljena za vjerno
konveksne funkcije ogranienja jer je, koriStenjem (5.2), program
(ZC, ®, Q) sveden na linearni program.

Metoda Zlobec-Craven ilustrirana je istim primjerom kao i pret-
hodna metoda:

Primjer 5.2
(Promatraju se ograni¢enja iz primjera 5.1.)
Inicijalizacija. Izbor x* = (0,0, )T, uz P (x*) = {1,2,3,4} daje Q' = {1, 2,
3,4}. Odaberimo neko @ > 0.
v .Autori ove metode preporuéuju ukljudivanje i dodatnih uvjeta nor-
malizacije:
‘é,: |dj] <8, n—1=<8=<n,

radi ubrzavanja konvergencije metode. Ovdje se, naravno, radi o u biti li-
nearnim ogranicenjima.
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1. iteracija. Obzirom na Q' pripadni program (ZC’, @, QY je:
min (d; + d3)
p. 0.
—d, + @ (1d,|+1d]) =0,
d, <0, d;=0, d; =0,
ldi=1, ie {123}

s optimalnim rje$enjem:

d=(0,—1,07 i f(®)=—L

Sada je K! = {3} (gradijenti funkcija ograni¢enja poznati su iz primje-
ra 5.1)

2. iteracija. Bududi da je Q' = Px*\K! = {1,2,4}, pripadni program
(ZC', &, ) je

min d;

p. 0.
"—d; + @u(|d1|+|d3l) =0,
d, = 0, d;= 0,

ld;|=1, ie {13},

s optimalnim rieenjem d, = d; = 0 i optimalnom vrijedno$cu f (@) =0,
neovisnom od @. Prema tome je P= = {1,2,4}. (U ovom primjeru me-
toda Zlobec-Craven odreduje minimalni skup indeksa aktivnih ograni-
¢enja u drugom koraku neovisno o izboru @ > 0, jer optimalna vrijed-
nost programa (2C’, ®, (1) ne ovisi 0 ©.)

Kada je minimalni skup indeksa aktivnih ogranicenja jednom od-
reden, lako je odrediv i skup F=, ukoliko se radi o konveksnom progra-
mu s vierno konveksnim funkcijama ogranic¢enja. Naime, moZe se po-
kazati da je taj skup jednak skupovnom zbroju neke proizvoljne dopu-
stive toéke i presjeka konusa smjerova konstantnosti svih ograni¢enja
koja pripadaju skupu P=. U sluc¢aju kada su funkcije ograni¢enja vjer-
no konveksne funkcije dane kao (5.1), to daje:

F==x*® 0 N( A ) a5

ieP= a¥;

gdje je x* proizvoljna ali fiksna dopustiva totka programa (K).
(Izraz (5.3) u stvari je veé¢ spomenut — vidjeti (2.19).)
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52. Odredivanje nekih podrucja stabilnosti

U ovom odjeljku izloZene su osnovie ideje metode za odredivanje
podrucja stabilnosti V(®°) i njegovih podskupova W(@") 1 V4(®"), kon-
veksnog modela (K, @) u nekom @ = @". U nastavku odjeljka prikazana
je metoda za odredivanje podrudja stabilnosti M(®°) za linearni program

(L,oue=0"

5.2.1. Odredivanje podrucja stabilnosti V (@) (i nekih njegovih
podskupova) konveksnog modela (K, @)

Ovdje prikazana metoda (originalno izloZzena u [27]) polazi od ne-
kog proizvoljnog dopustivog rieSenja x* € F(@®’) za koje odreduje skup
svih vektora parametara @ za koje je to rjeSenje jos uvijek dopustivo
te, postupnim smanjivanjem tog skupa dolazi do podrulja stabilnosti
V(@) i/ili W(@). U stvari, ova metoda ne osigurava identifikaciju &ita-
vih ovih podrué¢ja stabilnosti veé kao njen rezultat moZe proizaci i neki
podskup ovih podrucja.

Metoda je, u (problemskim) koracima, izloZena u dijagramu 5.4

Odabire se x* € F(@).
Odreduje se skup
I ={ex* e F@)}

Odreduje se skup
I' < I takav da P(x*, ®)
necovisio®za@® e L.

Odreduje se skup '
T c I’ takav da je
P-(@ cP-(@) Ve el ‘

-]

|
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Odredivanje V(@): Odredivanje W(®):
|+ A
Odreduje se skup QOdreduje se skup
v, ={@ e : P=(@) = O} w = {® € I: P=(®) = P=(8")
. . t
Odreduje se skup Odreduje se skup

v € ,v takav da je o )
fx@) <0,icP @) VxeF@ | |V~ {18 € w:F=(@)< F=(@)}

STOP: V < V(@) % STOP: W < W(®)

Dijagram 54

Prva tri koraka metode ne razlikuju se u ovisnosti da li se traZi
podrudje V(@) ili W(®"), dok se preostala dva razlikuju, §to je prika-
zano i na dijagramu 5.4. U trecem koraku metoda u sebi ukljuCuje me-
todu za odredivanje minimalnog skupa indeksa aktivnih ogranicenja
(Abrams-Kerzner) te je u tom dijelu iterativna. U svakoj iteraciji odre-
duje se skup I”={@: Q@) € P=(®)}. Nakon najvisc card P= iteracija
dobiva se Zeljeni skup T

Na sli¢an nadin moguce je odrediti i podrudja Vi(@"), ie{l,2,3, 41,
podskupove od V(®). Obzirom na znaéaj podruéja Vi(@) u metodama
za rjeSavanje problema optimalizacije modela MP, ovdje je izloZen i na-
&n njegova odredivanja (ili njegovog podskupa). Prva tri koraka meto-
de ostaju nepromijenjena a nastavak je modificiran na slijede¢i nacin:
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[+

|

Odreduje se skup
v,={@ e 1:F(®) =F=(®))

|

Odreduje se skup ]
v' € ,v takav da je
fix,@) <0,ie P=(®), YxeF(@®)

|

| sTOP: V' € V3(©) |

Dijagram 55

U slijede¢em primjeru ilustriran je nacin odredivanja podskupova
ovih triju podrugja stabilnosti (V(®"), W(®") 1 V(@)

Primjer 5.3
Promatra se konveksan model (K, ®) s ograniCenjima:

fl(x,®) = —0;x + x5 =0,
fflx) = X =0,
lx,®) =(0,—0)x =0,
ff (x: ®) = ®2x3 501

u podetnom stanju @ = (1,2)%. (Primjetimo da u tom stanju ova ogra-
ni¢enja odgovaraju onima iz primjera (5.1).) Ovdje je

F(@o) = {x = [x}] = R3.'x1 = X3 = 0, xz = 0}-

Odaberimo x* = (0,0, 0)T  F(®°). Tada je x* € F(®) za @ € I =R.
Obzirom da je P(x*,0) = {1,2, 3,4} za svako ® R?, vrijedi 1 da je
I’ = R2. U tredem koraku, primjenom metode Abrams-Kerzner, u 1. ite-
raciji dobiva se sistem:

_®] )«1 + )\«2 - 0)
(®2_ @)‘) )\J == 0;
@2 7\.4 = 0,

Mz 0, T =1 ie{]234}

Analizom rjeSenja ovog sistema za razlilite vrijednosti @, i @, t¢
daljnjim iteracijama metode pokazuje se da je P=(®) = P=(@" = {1,2,4}
za sve vrijednosti @, i ®, takve da je @, = @, tj. da je skup I={®@eRx
08, = 0,}. o
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7a odredivanje podskupova od V(@), u ¢etvrtom koraku dobiva se:
V= {@:0;,# 0, 0; < 0,0, # 0}.

te, u petom koraku, V. = V.

Pri odredivanju podskupa od W (@), dobiva se:

W, = {8:8; # 0,0 > 0}
U petom koraku, obzirom daje F- (@) = {x = [x] € R2:x, =
x; = 0},t0jeiW, = W.

Kod odredivanja podskupa od V; (@), uolava se da je V' = V, =
= wl .

5.2.2. Odredivanje podrucja stabilnosti M (®") linearnih modela

U nastavku poglavlja izloZen je jedan od nadina konstrukcije pod-
ru¢ja stabilnosti M (®) (ili nekog njegovog podskupa) za male linearne
modele (L, ®) s ogranicenjima:

A(@®)x = b(O)

x =0,

gdje je x € R?, A (@) € R™" i b e Rm. Za primjenu ove metode potrebna
je dodatna pretpostavka da je F(®) ograniCen skup.

Metoda koristi ¢injenicu da se politop F (@) moze prikazati kao
konveksna kombinacija svih njegovih vrhova tj. bazi¢nih dopustivih
rje$enja (BDR). Sada, ako ozna¢imo s

B.(®) = A(@) x*; (@), k € K
podrudje stabilnosti M (@) = { F(®) € F (@) }, moZe se prikazati kao:
M (@) = { ©: conv { By (@), keK} = b(®)},

gdje ,,conv { S }’ oznacava konveksnu ljusku od S.

Metoda u koracima prikazana je u dijagramu 5.6.
Metoda je ilustrirana primjerom:

Primjer 5.4

Promatra se linearni model (L, @) s ograni¢enjima:
x, + @x, < 2,
—Ox; t+ 2x, < 0O,,

2@,

0,

A

X

v

x = 0, X3
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Odreduju se x5, k € K,
sva BDR programa (L, @)

|

Odreduje se matrica:
B (@) = [Bik (mxq) ]

sa stupcima:
B, (@) = A(@)x5(8), keK

Odreduje se
gi@ = .'Ma;x Bix (©)

Odreduje se skup:
M={0:8® = b@)}

|

| STOP: M € M (@) |

Dijagram 5.6.

u pocetnom stanju ® = (1, 1)T. Za program (L, ®) postoje Cetiri bazic-
na dopustiva rjeSenja:

Sada je matrica

0 2 1+0, 0,/2
B@®) =|0 —O, 2—0,; I
0 1 0

U treéem koraku dobiva se:

B,(@) = Max{2, 1+ 8, ©/2} = 2,
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B,(@) = Max{2—@,1} = 8,
63(@) = 1 < 20;.

Iz prvog uvjeta dobiva se @, < 1, §to zajedno s drugim uvjetom
daje @, = 1. Sada drugi uvjet postaje 2—@, = 1, odnosno, @; = 1. To
znadi da je podrulje stabilnosti M € M (@) odredeno kao:

e[ ]ras i)

odnosno da male promjene parametra @, u pozitivnom smjeru osigu-
ravaju neprekinute promjene skupa dopustivih rjedenja dok perturba-
cije ®; iz @ = 1 u negativnom smjeru uzrokuju skokovite promjene
tog skupa. Vrijednost parametra ©; uopdée nije uputno mijenjati jer
svaka promjena polazne vrijednosti @, = 1 dovodi do nestabilnosti
modela.

Efikasno izracunavanje podrucja stabilnosti u opéem slucaju za
linearne i konveksne modele netrivijalno je i predstavlja izazov za nu-
meri¢kog matematiCara 1 analiticara sistema. Medutim, u mmnogim
prakti¢nim situacijama neka od ovih podrucja mogu se efikasno izra-
tupati (vidjeti npr. [291).

6. ZAKLJUCAK

Svrha prvog dijela ovog pregleda bila je da upozna Citaoca s
konceptom optimalizacije modela matemati¢kog programiranja te da
iscrpnim prikazom rezultata vezanih uz analizu stabilnosti modela ma-
tematickog programiranja ukaZe na njen novi, konstruktivan pristup
toj problematici.

U drugom dijelu moze se olekivati pregled rezultata vezanih uz
karakterizaciju optimalnosti modela matemati¢kog programiranja (gdje
su takoder postignuti mnogi novi rezultati kao logi¢no proSirenje ka-
rakterizacija optimainosti matemati¢kog programa pomocu sedlaste
totke). Takoder ¢e biti spomenuti i neki specifi¢ni slu¢ajevi optimaliza-
cije modela matemati¢kog programiranja (komplementarni problem,
vremenski ovisna optimalizacija modela matemati¢kog programiranja
i dr.).

Primljeno: 16. 06. 1989.
Prihvaéeno: 26. 06. 1989.
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STABLE OPTIMIZATION OF CONVEX MODELS OF MATHEMATICAL
PROGRAMMING — A REVIEW OF THE FIELD

Part One
LOCAL ANALYSIS OF STABILITY

Igor JEMRIC
Summary

In this review a survey is given of results from the field of stable
optimization of convex models of mathematical processing two — level
optimization (by wvariables of decision- making and by parametric
variables) — as a qualitative new step in the devalopment of paramet-
ric programming and the theory of the conditions of optimalness. The
review is in two parts. In the first, mathematical preparation is given,
and also a brief exposition of the basic idea of the concept of stable
optimization of models of mathematical programming, while the cen-
tral part is devoted to a detailed survey of theoretical results linked
with the analysis of the stability of convex models of mathematical
programming. Also presented are some methods which can be used
as part of this analysis.




