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INTERVALNA OPTIMALNOST

Miodrag IVOVIC*

Problematika optimizacije ekonomskih veli¢ina, iz bilo koje oblasti
ekonomske teorije, zasniva se na primeni i analizi odgovarajuc¢ih ma-
tematickih modela. Optimalne vrednosti neke funkcije, uz neki una-
pred dati uslov veze, za njene nezavisno promenljive, realizuje se na
njenoj liniji ekspanzije i ta metoda je u matematickoj analizi detaljno
razradena pod nazivom »Uslovni ekstremi funkcije«.

Kako se u praksi uslovni ekstrem funkcije, koja predstavlja eko-
nomsku veli¢inu, iz raznih razloga retko u potpunosti (stopostotno)
realizuje, to je od interesa odredivanje takvih oblasti za nezavisno
promenljive, u kojima de vrednosti funkcije uz unapred date uslove
veze biti u unapred datim granicama, odnosno nalaziti se u unapred
datom intervalu.

Znaci, pod intervalnom optimalnos$céu, neke date funkcije z =
= f (X, X, ..., X,) uz date uslove veze ¢ (X, Xy, ...,X,) = 0, podrazumeva
se odredivanje oblasti u kojoj se mogu menjati vrednosti promenljivih
argumenata, tako da vrednosti funkcije uz dati uslov veze budu u
unapred datim granicama, na primer p% do 100% punog uslovnog
‘ekstrema.

U tom cilju dokazujemo sledece tvrdenje.

" « (! .
Ako je data funkcija 2z = Axli 22 " (meN) i uslov

2 n
veze $; X + ;% + ...+ S, x,—T =0, tada su vrednosti date funkcije
p

100
nata x;, X, ...,%x, koje pripadaju oblasti koja se dobija u preseku

z u intervalu [

Zmaw Zmas] (0 < p < 100) za one vrednosti argume-

.. ay o Un . ..
date funkcije z — Ax *x © ... x " i funkcije
n -

* Ekonomski fakultet, Beograd.

! Ovakvog oblika funkcije najéedce se koriste u 11ustrac111 teorijskih
postavki ekonomske analize, i u teoriji ponasanja pr01zvodaca i u teoriju
ponasanja potrosaca.
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Specijalno za n=2 i g, = ay=1 ta oblast se svodi na unutrasnjost
izmedu pravih:

s 200—p + 20 V 100—p
X = Xy ‘ i
Sy P

S 200—p — 20 V 100—p
Xy = Xyt ~ ~

S2 : P

i to onaj deo koji sadrZi i liniju ekspanzije.

Zbog mogucnosti geometrijske interpretacije ovo tvrdenje, prvo, do-
kazaCemo za funkcije dve promenljive (n = 2) a zatim rezultat uopsti-
ti i za slucaj funkcije od n-promenljivih.

Neka je data funkcija

Cz=f(x,x) | | | W
i uslov koji vezuje promenljive x, i x,

QX %) = 81X + 8%, —T =0 N ' a (2
Za ovaj sluéaj'Lagfahge-ova funkcija je

F (%, 2%, 0) = f (%0, %) + N (51% + S %, —T). -

Potrebni uslovi za njen uslovni eksrem su:

oF af
= + A5 =0, ' (3)

ax;, dx,

o o o o |
=——tAs=0 @

‘ x, = ox,
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oF

:.Slxl‘{‘Szxz‘“—T:o- . (S)
dr

Jednadine (3) i (4), zajedno, daju projekciju linije -ekspanzije; a
ona, zajedno sa (1), daje samu liniju ekspanzije.

Sa 3 oznaCimo povr$ koja sadrZi liniju ekspanzue i dodiruje funk-
c1_|u (1) u tackama koje pripadaju liniji ekspanzije i ima svojstvo da
su joj sve njene nivo-linije? prave paralelne pravoj s;x; + s; X, — T = 0.
Povrs 3 se moze definisati i na slede¢i nacin: kao povr§ koju obra-
zuju izvodnice paralelne pravoj s;x; +8,x,— T =0, a koje pri tran-
zlatornom kretanju dodiruje funkcuu z = f (x,X;) u tackama linije
ekspanzije.

Povrs 3 ima jednalinu oblika
S1 X+ % = f(2), (6)

kod koje se analiticki oblik desne strane ove jednacine, tj. f (z), nak-
nadno odreduje pomoéu funkcije z = f(x,,x,) i projekcije linije eks-
panzije, do koje se, kako je reCeno, dolazi eliminacijom )} iz jednadina
(3) 1 (4). Ovom eliminacijom dobijaju se vrednosti za X, i x, u funkciji
od z koje, zatim, zamenom u (6) i (1) daju oblik funkcije f (z).

Ako je, na primer, funkcija data jednaCinom

z=Axt x*2 )
1 2

njena projekcija linije ekspanzije, uz uslov veze (2), dobija se elimi-
nacijom ), iz jednadina

aF 0'.1—1 "
'=Aa.;x1 X2‘2+)\.31.=.0;

ox;

aF

= AX ¢ o2 Xy (7.2'—1 + )\.52 = (),
ax, !

-1 ima oblik

Sy 02
Xy = ————X;.
S o

Zamenom ove vrednosti u (6) dobija se vrednost

2 Ovaj matematic¢ki pojam se u ekonomskoj literaturi, zavisno od pro-
blematike koju tretira, &esée javlja pod na21v1ma 1zokvante 1zotroskovne Ii-
nije, krive 1nd1ferenc13e itd.
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S d (o + o) 5
f(z)251x1+52x2251x1+$2‘ .xlz_________

xl: (8)
Sa o o

a zamenom iste u (7), dobija se

o2 55
51z S 02
(441 aH-G(.z
7 = Ax, —_—x = Ax, _—,
Sra S2 00
koja eksplicitno re§ena po Xx,, daje
z S i
( 20 )az % + Gz
JC1 =
A Sl a.z

Zamenom dobijene vrednosti za x; u (8), dobija se traiena funkcija
f (z), tj. dobija se

1

(CC] + CLﬁ Sy Z

52 a'l o o + 151
f(z) = ( ) =
' % A S1 o2
1
5 o S, oz z o + Oz
= (ay + o) ( ) ( ) B
78] [0 4] A
TraZena povr$ 3 prema (6) ima jednacinu
. 1
5 o 5, s Z o 4 o
Six+ 5% = (o + a) (""_) ( ) I '
oy (7 5] A (9)
koja, eksplicitno izraZzena po z, je
S1 % + 5%, oy + o o oy o o2
z=A — (10)
o 4+ o 5 Sy
Specijalno, ako je ay, = a; = 1, formula (9) dobija oblik
1
A B
Sl xl + SZ X2 == 2 (Sl SZ ) R (9’)
A

koja, eksplicitno izraZena po z, je
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(51 %1 + $3%)?

LA | 107
451 Sy

Kao §to je receno povr$ f3 data jednadinama (10), odnosno (10°), do-

diruje funkciju z = AxlOcl xzaz, odnosno z = X; X, u tackama linije eks-
panzije, tj. u taCkama u kojima funkcija postiZze uslovni ekstrem. Nivo-
-linije funkcija datih jednaCinama (10), odnosno (10), su prave koje
su istovremeno i tangente na odgovarajuc¢im nivo-linijama funkcije

Z = AxlOCI X5 2, odnosno z = X; X,, a dodirne tacke tih tangenata pri-
padaju samoj liniji ekspanzije. Graficki prikaz projekcija ovih pravih
u ravni x; Ox, su takode prave 1, 1,,..., koje su tangente na projekci-

je odgovarajuéih nivo-linija N;, N,,... datih funkcija z = Ax,“l Xzaz
odnosno z = X, X, (vidi sl 1).

b

Ako se optimalna vrednost funkcije ne realizuje u potpunosti ve¢
samo delimi¢no, na primer, p% (p < 100) uslovnog maksimuma, znaci
p

njena vrednost V, se nalazi u intervalu Zoax <V, <z, onda

100
funkcija koja daje te vrednosti dobija se iz (10) i ima oblik

/qz

/ linija ekspanzije

X?i

q,

N3

No

Ny

- X1
DY N
Slika 1
$1% + S % et oy \H o2 %2 p

z=A .

‘ : (11
o + o2 S , S5 100
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Funkcija data jedna&inom (11) se&e funkciju z = Axlff.l chtz po dve-
ma linijama q, i q, koje prolaze kroz koordinatni pocetak (vidi sl. 1).
Projekcije ovih linija dele ravan x, Ox; na dva dela, a onaj deo povrsi
koji sadrzi i liniju ekspanzije je tra¥ena oblast i predstavlja tac¢ke u
kojima data funkcija ima vrednost od p% do 100% punog uslovnog
maksimuma. Jednadine projekcija linija q, i g, dobijaju se u preseku
funkcije (11) i (7), odnosno dobijaju se eliminacijom z iz (11) i funkcije

Z = AxlOCI Maz
Specijalno, ako je «, = a, = 1, rezultat (11) svodi se na
(5% + S0 p

z=A . (11)
4s,s, 100

Funkcija (11) se¢e funkciju z = x, x, po dvema linijama q’; i q’, koje
prolaze kroz koordinatni pocetak. Oblast izmedu projekcija ovih li-
nija (projekcije su prave linije), vidi sl. 1, koja sadrzi i Iiniju eks-
panzije, takode je traZena oblast u ¢ijim je tackama vrednost funkcije

u intervalu [

Zmaxl Zmax] (p S 100)'
160

Jednacine projekcija pravih q, i q’, dobijaju se zamenom z iz
(11 u z = x,x, i pri tome se dobija

(51 %1 + 55 %) p

. = Axl xz,
4s, s, 100

odnosno
(Sl xl + Sy xz)z p = 400 51 SZ x1 xz.

Kako je ovo homogena jednatina, po nepoznatim X; 1 X,, to se ona po-
mocu smene s, X, = s, X, t svodi na jednacnu

Pt + (2p—400)t + p = 0,
Cija su reSenja
—p +200+20 V100 —p

ty= . (12)
P

Oba ova re$enja su realna, s obzirom da je p < 100.
Jednaline projekcija linija q’; i q’, su
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Sy Sy
4y x { X =
s, S2

t %y (129

GENERALIZACIJA INTERVALNE OPTIMALNOSTI
Izvedene formule za intervalnu optimalnost mogu se preneti i na
funkcije od n promenljivih.
Ako je data funkcija

5] 155 qy
= Axl X2 .o Xn

i uslov veze
Slxt +Szx2+ v +Snxn'_'T:0,

Za ovu funkciju, po istom principu kao ranije, dobija se projekcija
linije ekspanzije

Sy 0
ku—-——-——-——x], k:2,3,...,?’l.
S oy
Zamenom ovih vrednosti pri k = 2,3,...,n u

f(z2) =52+ 85+...+5,%,

dobija se
fz)=%—— Co (13)

zatim, zamenom istih vrednosti u

x (04 a
z=Ax 1 x"x, O
dobija se
i3
Z (057
(64 « (0.4
S =] oy \ ! oz \ 2 o \ "
== A —_— xI I ’
o Sy S Sn

odakle je
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1
o 5 o S5 o S, o 4% Z '
X =—1I — —
St e s Ol A
Zamenom ove vrednosti u (13), dobija se funkcija
1
i
X
n 51 o) SZ (#5] Sn On z ket
f(Z) = ). ok e — —_
k=1 o o2 O A
a trazena povrs §§ je
SiX+ SNt + S, =
[
n s, \ % S; \*%2 Sy V% Z ~!
= 1 )| — N - s
k=1 o (¢ 5] o A

Yo
=1
S %+ 8% + + S, X, *
=4 1 272 n_
z n
21 o
k=1
a'l al az (12 an an
SI S Sn

(14)

Povrs, data sa (14), dodiruje funkciju z = Ax,™ x, ®2 ... x, % u tacka-

ma linije ekspanzije.

Za intervalnu optimalnost, za oblast u n-dimenzionom prostoru
gde se vrednosti funkcije nalaze u intervalu [p%, 100%] uslovnog

ekstrema, sluZi nam funkcija
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n
SiXp+ S X%+ ...+ 5, %, kzjak
1= A R L - . _
22 o
k=1 (15)
o [v 5} o 05 oy Oy p
S S, . Sh 100

Ona sa datom funkcijom ima preseénu oblast u n-dimenzionom pro-
storu, u kojoj vrednosti funkcije zadovoljavaju traZene zahteve. Jed-
nacina te oblasti se dobija na isti nadin kao u dvodimenzionom pro-

storu eliminacijom z iz (15) i date funkcije z = A - x,%1 x, % . Xy

. n .
Specijalno ako je gy =, =...= o, =1 jednacine (14) i (15) do-
bijaju oblike

A (1% + 5%+ ... 4 5,x,)"

(14)

N
{
N

1 $1S3...5,

odnosno

A (5554554 +5,x)° p
z = . (15"

n S1S3...8, 100

GRAFICKA METODA ODREPIVANJA INTERVALNE
OPTIMALNOSTI

Intervalna optimalnost se moZe odredivati i grafickom metodom,

naravno, samo za funkcije od dve promenljive.
Ako je data funkcija

Z _ Ax} (}:1 X 0(2 ’ (16)
i uslov veze

@ (X,%) =5, % + $,%,—T = 0. an
Projekcije linije ekspanzije za ovu funkciju i ovaj uslov veze je

Sy o
Xy = ————— x,.
Sy 0

Povrs @ koja dodiruje funkciju (16) po liniji ekspanzije je data jed-
nac¢inom (10).
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Ako se sada postave ravni paralelne x,0x, ravni na medusobno
jednakim rastojanjima, svaka od ovih ravni sede funkciju (16) po hi-
perboli, a povrs (10) po pravoj, koja je tangenta na hiperboli i para-
lelna pravoj (17).

Ako se u ravni x, Ox, konstruiu projekcije svih ovih preseka, do-
bijaju se opet hiperbole ¢iji su grafici C,, C,, ... i njihove tangente
my, m,, ... (vidi sl. 2).

JSr s sl

- gghed
Ako se optimum funkcije realizuje intervalno onda funkcija koja
to opisuje je oblika (11). Funkcija (11) dobijena je iz funkcije (10)

P
mnoZenjem njenih vrednosti sa
100
Ranije pomenute ravni seku i povrs (11) po pravim ¢ije su pro-
jekcije m’,, m’, ... paralelne projekcijama m,, m,, ... Do projekcija m’,
m’, ... moZe se dodii pomodu projekcija m,;, m,, ... tranzlatornim pome-

ranjem u pravcu od koordinatnog pocetka svake za veli¢inu p% njenog

udaljenja do sledede prave, na primer, AA’ = —— AB, odnosno prava
100

m’; je doblijena pomeranjem prave m, za p% rastojanja izmedu talaka

AB u pravcu od A ka B. Ovako dobijene prave m’;, m’,, ... seku odgo-
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varajuce hiperbole C,, C,,. .. u tatkama CL G Cy Gy, .. Spajanjem
tataka C’;, C, ... dobija se preseCna linija q,, a spajanjem talaka
C”, G, ... dobija se druga prese¢na linija q,. TraZena oblast je ob-
last izmedu linija q; i q, i to ona koja sadr?i i liniju ekspanzije.
Primljeno: 6. 6. 1985.

Prihrcéeno: 27. 8. 1985.

INTERVALLIC OPTIMALITY
Miodrag IVOVIC
Summary

During the optimization of the functions which represent economic
quantities, a mathematical apparatus is most often used. Bearing in
mind that, during realization of these legalities, a series of objective
difficulties (limiting conditions) arise, the most often used mathema-
tical apparatus is the theory of the conditional extremes of a function.

Since in practice this optimality is rarely ever one hundred per
cent realized, it is of interest — and it is also the subject of the
research for this paper — to determine an area in which the values
of a variable argument can be freely varied, during which the values
of the function, with limiting conditions given previously, remain
within previously planned boundaries. When translated into economic
language, for example in the case of the production function, this
can be explained as the determination of the area (boundary) of the
changes in the value of production consumption with unchanged ex-
penditure and unchanged prices of consumption, so that production
stays within the previosly planned boundaries.

This problem, in this paper, is dealt with in n-dimensional space
for a function in the form z = Ax,“1x,%2 _ x ™ with the condition of
tle link s; %+ $;%,4+ ... + s, x,—T = 0. Also given is the procedure
for determining the mathematical formula (equation) of these areas.
With this aim, the following definition is proved:

If the given function is z = Ax, Ny, %2 ¢ Cnyy e N) and the con-
dition of the link s;x;, + s,x, + ... + S, X, — T =0, then the values

of the function z are in the interval [ Zmows Zmaz] (0 < p < 100) at

100
those values of the argument Xy, X3 ...,%, which belong to the area

which is obtained by the intersection of the given function z = Ax,%

%2 . 2. * and the function
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» n
f SiX+ S %+ ...+ 5, %, kglak
zZ= A “
i 1 oy
k=1
oy o o2 o2 oy (e 2% P
S S, S, 100

Especially for n =2 and ¢, = ¢,

=1 this area is reduced to the inte-
riority between the real:

s, 200—p+20VI00—p

X, = X, and
S2 p
s, 200—p—20VIi00—p

Xy = X
S2 p

and especially that part which contains the line of expansion.

In a two-dimensional case, the graphic method of determining that
area is also given.




