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nju tih supstituta. Peto, oslobodena sredstva mogu da budu ustedena tj. izvu-
¢ena iz sfere potro3nje.

Samo dva poslednja resenja vode poboljSanju platnog bilansa, ali ona
zahtevaju posebnu analizu. Stednja, kao $to je vec¢ napred bilo pokazano, pre
dovodi do smanjenja izvoznih moguénosti nego do smanjenja uvoza, tako da
preostaje samo proizvodnja uvoznih supstituta koja se moZe povoljno odra-
ziti na platni bilans. Supstitucija uvoza kao rezultat ograniCenja uvoza moze
da ankurazira proizvodnju neesencijalnih proizvoda, jer su upravo takvi pro-
izvodi osnovna oblast uvozne kontrole i zato visoko profitabilni. Ostaje, dakle,
povedanje izvoza kao jedino teoretski dokazano reSenje problema deviznog
- jaza, jer atakiranje na uvoz nije prihvatljiva alternativa, barem ne u sektoru
input-importa koji je u jugoslovenskom sluc¢aju u velikoj meri odgovoran za
punije kori§éenje proizvodnih potencijala pa, prema tome, i za vi$u stopu
porasta izvoza.

Institut ekonomskih nauka, #arko MRKUSIC
Beograd

O JEDNOM PARADOKSU U LINEARNOM PROGRAMIRANJU

Posljednji broj casopisa »Operations Research« iz 1970. godine donio
je interesantnu biljeSku A. Charnesa i suradnika [1] o nekim greSkama
Hadleya i Simmonarda u njihovim udZbenicima iz linearnog programiranja
»Linear Programming« odnosno sProgrammation lin€aire«, koji su izaSli iz
$tampe iste godine (1962), prvi u Readingu (Massachusetts) a drugi u Parizu.
U bilje$ci je pokazano kako je Hadley (a sli¢no i Simmonard) nekorektno
tretirao jedan problem distribucije a samo je natuknuto kako treba pridi
rje$avanju tog problema. Naknadno sam dobio od profesora Charnesa publi-
kaciju [2] u kojoj sam nasao sve pojedinosti 0 njegovom pristupu pa sam
sada u moguénosti da potpuno osvijetlim taj problem. Problem o kome je
rije¢ malo se razlikuje od klasi¢nog problema distribucije, ali iz te naizgled
neduZne razlike proizlaze neka paradoksalna svojstva rjeSenja. Radi se, naime,
o slijedeéem problemu: :

m n
(1) min 2 Z cij _x!.].
i=1 j=1
(2) Loy = (0= 12, m)
j=
m
3) > X; = by, (f =12, ..., n)
i=1
(4) X, =0,

Takvi problemi imaju ekonomski smisao. U njima se zahtijeva da se otpremi
bar koli¢ina robe q, iz ishodi$ta i te da se dopremi bar koli¢ina robe b; u odre-
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didte j. Prvi zahtjev moze doéi zbog ograni¢enih mogucnosti stokiranja robe
u ishodi$tima. Treba primijetiti da do sada nije bio zabiljeZen nijedan slucaj
prakti¢ne primjene modela (1) — (4), bar koliko je nama poznato. Razlog je
vjerojatno u tome §to nije bio pri ruci prikladan algoritam po kome bi se
rije§io takav problem. Hadleyeva knjiga upucuje na jedan algoritam koji
nije valjan, kako ¢emo sada pokazati.

U 9. poglavlju svoje knjige, na str. 327 u zadatku 26 Hadley upucuje na
zakljucak da se za ¢; = O moze dokazati kako optimalno rjesenje drzi znak
jednakosti u ograni¢enjima (2} ako je 2 a; = ‘Z. b; odnosno u ograni¢enjima

(3) ako je Z: a; E b, 1z toga bi shjedllo prema onome sa str. 313, da se

problem moze rljeSItl neznatnom izmjenom u metodi M ODI. Naime, prema
Hadleyu, u sluéaju kad donja ograda na ukupnu ponudu nije manja od donie

ograde na ukupnu potraznju, tj. X a; = ;bl problem (1) — (4) se svodi
na ovaj: l '
(5) min 3, Cij Xy
i
(6) C Ixy=a, (i=12..,m)

(7) Tx. =

(8) x; = 0.

Da se konvertira skup uvjeta (7) u skup jednadzbi, treba uvesti dodatne
varijable x,,; ; = 0 za svako j tako da je

) o E Xij = Emy1,; = b,‘: (i =1 2,..., n)
‘a odatle

n n ) m
(10) '_lem+l.j=21bj—-—za,‘=am+1§0,

j= j= i=1

Sada se mogu uvjeti (6) i '(7) pisati ovako:

(11) > x;=a, (i=12..,m)
=1 |
(12) - E xm_l_l j= a/n+1
j:l
(13) Z xi]- _ xm_H'] bl bl' (j = I, 2, ceey n).

i=l

Dual tog problema jest

m--1 n
(14) , max (2 a; u; E )
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(15) u, +v;, = ¢ (i=12,...,myj=12 ..., n)
(16) —Uyy 1 —V; =0, (i=12...,n)
Prema tome, metoda MODI je izmijenjena samo utoliko $to je z,. ; =
= —U,  —V; PAJE Cpitj —lmtrj="tmi1 TV
Sli¢no se postupa u slucaju b, = Xa,. I tu se pojavljuju negativne

b I
dodatne varijable.

Charnes i suradnici su oborili taj pristup rje$avanju problema (1) — (4)
na jednostavan nacin. Oni su konstruirali tri kontraprimjera za slucajeve
Ta,>Eb,¥a; =2 b; i Ya < Ib.Za prvi slu¢aj dali su primjer koji je
¥ j i j i i
prikazan u ovoj tabeli:

1] 1 2 %
@| @ 5

@] @] s

bJ 2 7 “1

Programu u tabeli odgovaraju ukupni troskovi T = 27. Testiranje programa
po Hadleyevom algoritmu provodi se na slijedeci nacin:

1] 7 2
@ © 5 5 o©

3; Ui

G| 5 a\
1 @ @ G 4
= o ol
4 4 ) N B I
b 2 7 1
V: 4 1 -3 CL

J

To je prvo i trebalo bi, po Hadleyu, biti i optimalno rjeSenje. No tako nije.
Evidentno je da je bolje rjedenje sadrzano u ovoj tabeli:
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=N
1] | 2
@] @ ;
G 5 4
@ =
b 2 7 4

J

Naime, to rje$enje zahtijeva tro¥kove od samo 2 + 7 4+ 6 = 15 neovlanih jedi-
nica. Solucija iz posljednje tabele ima paradoksalno svojstvo: Za vide tereta
— manje troskova.

Posto su na taj nacin oborili ‘Hadleyev pristup, Charnes i suradnici su
formulirali jedan problem ¢iji su specijalni sluc¢ajevi. problemi (1) — (4) i
(5) — (8). Dovoljno je dodati uvjet ‘

(17 XX = N

i,j
problemu (1) — (4) da se dobije taj opcenitiji problem. Kad je N dovoljno
velik broj, recimo

(18) N=m [max ( a,%b])],
i j

gornja ograda (17) je previsoko postavljena, pa se proSireni problem (1), (2),
(3), (4), (17) svodi na originalni (1) — (4). Ako je pak N = ¥ g, =% b,, pro-
i J

{
§ireni problem reducira se na problem (5) — (8).

Zatim je Charnes sa suradnicima dokazao da je problem (1), (2), (3),
(4) 1 (17) ekvivalentan ovome problemu:

m-+1 n4l
(19) min ), ), CyXx;
=1 j=lI
n+1
(20 2, x%=a+N, =a, (i=12..,m)
J=1.
m—+1
(21) xi=b +N, =b, (j=12..,n)
i=1 )
m--1
(22) X; ,n-|—1= nt NI = b’n+l

(23) > Xy, =2 bij+nN;— Y a=d, 4,
j=1 j=1 =1
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(24) O,y =N, (i=12:..,m+1I)
(25) O<%,,,<N,, (i=1L2..mn)
(26) Xy = 0,(i=12,...,m; j=12..., 1),

n
gde je N;=N—>_ a, NJ=N—E b,‘r cf,n+I=O=

i=1

-,
Il
—_

= Cmti, zai=12,...,m+41 odnosno i=12,..., n

U ovome modelu dodatne varijable su odozgo omedene. On ima jedno (fik-
tivno) ishodiSte i jedno (fiktivno) odrediite vide od orginalnog modela (1) —
— (4). Radi se inale o obi¢nom »kapacitarnom« problemu distribucije u kome
je ukupna ponuda jednaka ukupnoj potraznji, to jest:

m—+1 , A-j-1 ,
(27) Y. ai= ., b- N
i=1 i=1

Charnes i suradnici dokazali su da je rjefenje x; = x,, (i=1,2, ..., m;
j =1 2,..., n) moguce (optimalno) za problem (1), (2), (3), (4) i (17) ako i

samo ako je rjeSenje xij:-;c_- (i=1,2,....,m; j=1 2,..., n);

i’

n m
xlf_n_i_] za"--—-zl x‘-]', (I=I;2J~"Jrn);xm+]j:bj_ _Elxﬁ,
i= =

i=1 j=1

m no_ m
(j:l,z;---;Ti)ixm+l,n+I:Z Exf]._“ -Elai
=

moguce (optimalno) za problem (19) — (26).

Ako to primijenimo na rjeSenje iz prve tabele i N izraéunamo po (18)
pa dobijemo da je N =20, imamo rjeSenje ekvivalentnog problema u ovoj
tabeli: :

4
a; Y

2 ] SR

5 | {9)| 14 ©
O .
@ 15 4
A |

29 3

NG @-:Q
B
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Ovdje imamo degenerirano bazi¢no rjedeuje, jer je samo 5 bazi¢nih va-

rijabla razligito od nule, tj. xn =2, Xz = 3, Xz = 4, Xn = 2, % = 9. Naime, kao
$to je poznato, (vidjeti npr. Lj. Marti¢ [3], str. 235), varijable jednake svo-
jim gornjim ogradama jesu nebazi¢ne. U ovom rjeSenju takve su varijable
Xn = X = 10 1 xs = 2 = 9. Test rjeSenja smo proveli tako da smo uzeli da je
x. = 0 vrijednost bazi¢ne varijable. RjeSenje nije optimalno, jer je Cia = Cre—
— w,— v, = 3. Naime, u optimalnom rjeSenju, x; == d;;, gdje je d;; gornja og-
rada, implicira E,-,. < 0. Rje$enje smo izmijenili, kako je u tabeli prikazano. Na-
$li smo minimum vrijednosti bazi¢nih varijabli koje su oznalene sa minusom,
tj. min (9, 4, 9) = 4. Taj minimum smo oduzeli od tako oznadenih varijabli
a dodali smo ga preostalim u zatvorenom putu, koje nose oznaku plus. Novo
rjeSenje sadrZano je u ovoj tabeli:

1 1 2 o) &% U
@ @ 2 ) |14 o
6 5 1 0]
4 3 @ @ |15 1
0 0 0 0
@® (5) 4 | 29 o
P 2 17 11 18
Vi 1 1 o o

To rjeSenje je optimalno, jer je kriterij optimalnosti zadovoljen za svaku
varijablu iz triju grupa, tj. za 0< x; < d;; je ?:;.:0, za x; =0 je ;:—U =01 za
Xy = dl.‘. je 5;1‘ < 0. Prema tome, rjeSenje Charnesovog kontraprimjera: x, = 2,
Xp=17 X3=0, xzn=0= 12, i x» =6 jest doista optimalno rjesenje.

Fakultet ekonomskih nauka, Ljubomir MARTIC
Zagreb
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