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SUVREMENI PRISTUP FINANCIJSKOJ MATEMATICI

Virgilio MUSKARDIN*

1. PREDMET FINANOI'SKE MATEMATIKE

Svaki uspje$ni pristup pretpostavija poznavanje barem kijucnih
odrednica predmeta na kojeg se odnosi. Sam naziv predmeta Lﬂkazwj‘.c
da je financijska matematika zapravo matematika primijenjena na fi-
nancijé. (»Finansijska matematika je grana primijenjene matematike
koja se bavi proucavanjem matematikih problema u primjeni _sloZene:
kamate u privrednoj i drudtvenoj aktivnosti« [2, str. III]). Ovdje se no-
vac shvaéa produktivmo investiranim; »Money is always earning inte-
rest«. [1, str. 40].

Centralni je pojam financijske matematike kapitalizacija, a to zna-
¢i varijaciju kapitala tijekom vremena. Suglasno istaknutom shvacanmju
novea, kapitalizacija se modelira monotono rastucom funkcijom vre-
mena. Radi se, daklé, o modelima rasta. Nije tefko woditi da financijski
fenomeni nisu jedini koji se podvrgavajii ovim modelima. Stoga finan-
cijsku matematiku treba misliti kao disciplinu o modelima rasta pri
Semu se pojmu kopitala daje opdenito znadenje bilo koje velidine Cija
se varijacija moZe tako modelirati. (»Finansijska matematika se upra-
vo bavi matematitkom stranom privrednih i drustvenih problema u
¢ijem se rjeSavaju primjenjuju ili siofZene kamate direkino ili matema-
tiski principi na Kojima se zasnivaju operacije sa sloZenom kamatom.«
[2, str. 3]. U [2, str. 7] navodi se da glavnica $ire shvadena moZe biti:
broj stanovnika, masa drveta, radna snaga, dohodak, kapacitet...).

2. MODELIRANJE KAPITALIZACHE
Opéenilo ¢e kapitalizacija biti dana nekom realnom funkcijom
fotl= (1)

gdje je f (1) vrijednost kapitala u trenutku t. Pri tome t varira vremen-
skim kontinuumom — e < t < 4 «; { < 0 odnosno t > 0 oznaluje vrije-
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me prije odnosno poslije aktualnog trenutka (=0 Kako je po
svojoj prirodi wrijednost kapitala nenegativna veliina, f mora biti ne-
negativna funkoija, tj. ¥1f(t) = 0. Vrijednost f(0) je aktualna vrijed-
nost kapitala. Kapital koji ima aktualnu vrijednost 1 naziva se jedinié-
nim kapitalom. U skladu sa ekonomskom teorijom, postulira se da je
brzina kapitalizacije u trenutku ¢ jednaka mmnoSku vrijednosti kapitala
f (1) i brzine kapitalizacije jedini¢nog kapitala ¢ () u tom trenutku —
svojstvo mulliplikativnosti. Dakle,

af (1)

———— =0 (1) (1) : g W
dt

u sludaju kontinuirane kapitalizacije, odnosno

Af (1)
—— =9 (1)-f(1) ()
Al .

u sluéaju diskretne kapitalizacije. Kako smo vec istakl u uvodnom raz-
matranju, model kapitalizacije je model rasta. Odatle proizlazi da je

o:t|>o(l)

pozitivna funkcija. A kako je funkcija f nenegativna, (1) odnosno.(2) do-
ista kazuju da je f rasfuda funkcija. Vrijednost @ (¢) nazivamo inien-
zitetom rasta. Sama funkcija. f dobije se kao rjeSenje diferencijalne jed-
nadzbe (1) odnosno diferencijske jednadibe (2). .

Razliku f (t:}) —f (t:) &ine kamate za vremenski interval [#, L], tj.
vrijednost koju- je kapital f(#;) bijudi »produktivno investiranime« do-
nio za vrijeme f: — 1y Izraz

_ f(6)—F (t)
Pty = )
f(t)

nazvat cemo relativnim kamatama. Relativne kamate za jedinié¢ni vre-
menski intenval [i, ¢+ /] zvat demo kamatnom stopom 4 oznadavati
sa i!,

) —f()
L= . (4)
: )y

Uz pretpostavku da je funkoija ¢ kontinuirana (uvjet rjeivosti),
rjeSenje jednadzbe (1) glasi:

t ‘
So()dt
_ 0
Tit)=f(0)e )
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Svojstvo multiplikativnosti za brzinu kapitalizacije iz (1) odrazilo se kao
svojstvo multiplikativiosti za samu kapitalizaciju u (5): vrijednost ka-
pitala u trenutku ¢ jednaka je umnoSku aktualne vrijedn.osu tog ka-
pitala i vrijednosti jedini¢nog kapitala u trenutku £ Uvrstimo li (5) u
(3) dobijemo

I:
Jo(t)dt
l't,t;:al’ —1, (6)

iz &ega zakljudujemo da relativne kamate ne zavise od aktualne vrijed-
nosti kapitala veé¢ samo od intenziteta rasta i vremenskog intervala
[t, t] na kojeg se odnose. Isti zakljucak vrijedi dakako i za Kamatnu
stopu (4). o o

Fonmuta (5) se u [3, 432—434] naziva opéim zakonom kapitalizaci-
je, dok je naziv kontinuirana kapitalizacija rezerviram, §to je 1 inale
uobidajeno, za poseban slutaj kada je intenzitet rasta konstantan. Taj
je sludaj osobito znafajan u primjeni i predstavija model prirodnog ra-
sta (7). Za ¢ (t) = X, gdje je » bilo koji realni broj, (5) daje

fl=fet : - @
Uotimo da u sludaju prirodnog rasta kamatna stopa (4) ne zavisi od

toga na koji se vremenski interval odnosi, pa ¢emo je jednostavno obi-
ljeZiti sa i. Doista, u tom slucaju (6) daje

i=ed —1, - o : - ®

Budud¢i da je dimenzija parametra M recipro®na vremenu (jer vrnijednost
e“ u (7) mora biti bezdimenzionalna), jasno je da ¢e broj kojim se on
iskazuje zavisiti od izbora mjerne jedinice za vmijeme. Poznajemo li
vrijednost kapitala na poletku i na zavietku bilo kojeg jedinicnog vre-
menskog intervala (npr. 1 godine ili 1 mjeseca), moZemo prema (4) izra-
Sunati kamatnu stopu i, pa iz (8) Imamo intenzitet rasta .

h=In(l41) 6]
ili konaéno

e Inf(t+ 1) —1Inf(t)

u odgovarajuédim mjernim jedinicama (npr. 1/god. ili 1/mj.). Uvrstimo
1i (9) u'(7) dobit éemo ‘

() =f(0)-(1 + ), : (10}

izraz koji dobijemo i kao rjefenje diferencijske jednadibe (2) u slucaju
kada je svaki At =J1¢(t) =1
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JednadZzbu (2) moZemo -najopdenitije shvaliti, pl‘ill]jmlji\'om na seg-
ment vremenskog kontinuuma razdijeljen na intervale [f, t.¢] opdéenito
nejednake duljine At Tada (2) glasi

{6+ Ab)—F (t)

Atx

=9 (1:)-f (1),
iz dega, prema (4), slijedi da

1"11: o (U) Alx (11

ima znacenje kamatne stope za interval [&, i+ An). Za k=0, 1,...,n
(2) moZemo pisati u obliku

n—1

T (o4 2 Ab) = f (to + T At (1 + o (1)-AlL),
k¢ kw0
a njezino je rjeSenje stepenasta funkcija dana formulom
Flto 4+ T ALY = f (1) TL (I + @ (1) Ata). (i2)

Kao $to smo ved isktakli, osobito je interesantan i u.financijskoj praksi
Cest sludaj vremenskih intervala jediniéne duljine (majte$ée 1 godina),
tj. Ate= 1 za k=0,1,...,n, uz =10, pri ¢emu ¢ (&) ne zavise od vre-
mena &, tj. ¢ (&) =1 prema (1l). Tada je (2) uobiCajena homogena dife-
rencijska jednadZba 1. reda [4, 159—160] °

1 '-+:'J) =f()-(1+1i)
sa rjefenjem

- fm)=f(0)-(1 + 1), (13)

koje slijedi izravno iz (12).

Uobigajeno je postulirati valjanost ove formule ne samo za prirodne
(teN) veé i za realne ({€R) vrijednosti angumenta . Kako tada formu-
la (13) prelazi u formulu (10), postulirano pro$irenje funkcije f je kon-
sistentno. :

© Izraz (13) je poznati obrazac slofene kapitalizacije. Po binomnom
poudku je

n

N n
! (I+10) Hx); "k

il
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$to u prvoj aproksimaciji daje
(I + i) =1+ ni. (14)

(Graf funkcije i |—=/ -+ ni je tangenta na graf funﬂ'cci'je if={+iu
to¢ki < 0, 1 >). Supstitucijom (14) dobijemo poznati obrazac proste ka-
pitalizacije

fn) =7(0)-(1 + ni). (15)

Zakljudujemo da je prosta kapitalizacija linearn.a a.p;:oksimacija sloze-
ne kapitalizacije; to bolja $to je kamatna stopa { manja [5, str. 1]. Me-
duttim, prema (4), kamatna stopa za (15) je

i
fn = ———

14 ni

a prema (11) to je ujedno i intenzitet rasta. Izvrdimo li profirenje sa N
na R jmamo

. i
P(t)=—" - (16)
14t

pa uvrStavanjem u (5) dobijemo

f(t)=1(0)-(1 + ti). an

Kao §to vidimo, funkcija odredena formulom (17) je uobicajeno prosi-
renje funkoije odredeno formulom (15), msp. [3, str. 433]. Zanimljivo
je da intenzitet rasta (16) mora opadati da bi vrijednost kapitala (17) ra-
sla linearno.

Formula (17) se u praksi obi¢no primjenjuje kada je f =< I: »Prosta
kapitalizacija primjenjuje se redovito kod kratkorodnih financijskih
operacija koje, traju Ispod godine dana.« [3, str. 210]. )

Iz izloZenog o modelimma (10) i (17), koji se podudaraju samo za
t =1, projziazi da je (10) egzakini model kapitalizacije, ali je aproksi-
mativni model (17) linearan i stoga jednostavniji u primjeni. No, poje-
vom elektronikih raéunala ovo opravdanje za primjenu (17) posl_a;e
beznalajnini. Suvremeni bi pristup, takoder, nalagao totno odrediva-
nje vremena ¢, umjesto dosadadnjeg zaokmZivanja: »U financijskoj ma-
tematici mjesec se raduna 30 a godina 360 danax [2, str. 10].

Razmotrimo sada problem ispodjedinidne kapitalizacije (obicno is-
podgodi$nje). To znadt da su Al < 1. UvaZavajudi (11), u opéem slucaju
bismo jzravno primijenili obrazac (12). Medutim, u financijskoj praksi
su najteSce svi Al medusobno jednaki, i svi ¢ (f) su, takoder, medusob-

1

no jednaki, uz fo = 0. Neka su Aty =Af = L@ o (1) My = inm (v, (11)),
n

gdje je m prirodni broj. Tada iz (12) slijedi
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f(n).= f(0) (1 + fum)™ ‘ (18)

Ovdje je ium kamatna stopa za ispodjediniéni interval m puta kradi od
jedini¢nog. Kamatna stopa i za jedini¢ni interval je prema (4)

= (I + fym)m— 1. . (19)

Ako je i godiinja kamatna stopa, ispodgodi$nja kamatna stopa iym
odredena sa (19),

ilfm="\/1 +l—‘l, ' (20)

naziva se u literatuni konformnom kamainom stopom. UvrStavanje (20)
u (18) daje olekivani rezuliat (13). .

Uz uobiéajeno poopdéenje (koje (13) prevodi u (10)) formule (18),
formula (20) vrijedi opcenito za bilo koji realni broj m. (Razumfije se
da je rije¢ o ispodjedini¢noj kapitalizaciji samo kada m > 1). Razvijemo

i (1 4 i) u binomni red = (7 / é”) *, koji, prema D’Alambertovom kri-

kwd

[¢E%5]

teriju lim ———— <1 wz a= (7 ! M) i+ konvergira za i< 1, mofemo
k— o Qax ‘(’
pisati
oo
. gym.o,
fgm = 1_ { i )i i<
. kml

$to u prvoj aproksimaciji daje

L

{tjm = b
B n

i
Broj —— naziva se u fiteraturi relativinom kamatnom stopom.
. m
Supstitucija (21) se obidno primjenjuje ma (18) bez adekvatnog obra-
zloZenja, kao po sebi razumiljiva ili prirodna (v. npr. [6, str. 14], [5,
str, 1], [3, str. 417]). U biti ovo znadi nekrititko nametanje proposcio-
nalnosti, jako ona ovdje doista nije primjerena prirodi stvari. Naime,
kako je relativna kamatna stopa samo linearna aproksimacija kon-
formne kamatne stope, njezinu primjenu opravdava jedino fjednostav-
nost obrasca (21) u usporedbi sa (20). Mogucnost S$iroke primjene
elektronidkih radunala obezwednuje i ovo opravidanje,
Nadalje, u uwdzbenidkoj se literaturi (v. npr. [3, 430—432] i [5, str.
2]) gotovo redovito obrazac za kontinuiranu kapitalizaciju izvodi iz
obrasca za ispodjediniénu kapitalizaciju
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i mt ]
T =0 |1 +— 22)

m
graniénim postupkom
. : t
lim i \" '
m—=re| [ 4 —].
m

Istaknimo (lako to autori doti¢nih wd¥benika ne isti¢u) da je re-
zultirajuéi obrazac

f)=fo)e @)

samo aproksimativno to¢an, §to je iskijudivo posljedica a:proksa-ma«

tivne toénosti obrasca (22) m kojem figurira relativna umjesto Bfon'

formme kamatne stope. Naime, usporedimo 1i formule (23) i (7) vidimo

da u (23) kamatna stopa { stoji na mjestu intenziteta rasta » u (7). To-

gan odnos izmedu { i % dan je fonmulom (9). Razvijemo & In(l+9u

MacLaurinov red, vidjet demo da je i prva aproksimacija od », upravo
L

kao §to je —— prva aproksimacija od i (V. (20)). MacLaurinov red za
m
» = In (1 4 ) je alternirajudi red
s ME(0) oo i
E I‘-k — E (_1)1—1‘ ik’
ke k! kw7 k

koji 'prem'a Leibnizovom \kristefij‘u {7, str. 93] konvergira ako
i+ Had i*

—>— 73 svaki k=42,...,1 lim —=0,
k k-1 k= Kk

a to je ispunjeno za i = /. Stoga moZemo pisati

1

*, i=1;

r= (=i

ket

2

$to u prvoj aproksimaciji daje
ho=,
Primjetimo da je model (23) kwvalitativno ispravan {eksponencijalna

funkcija), te da bi bio i kvantitativno dspravan kada bi se para'me't-z_i*r
i intenpretirao kao intenzitet rasta. Ali, tada se parametar ¢ ne bi smio
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interpretirati kao kamatna stopa, a upravo se to &ini. Kao posljedica
javlja se zbrka u primjeni: isti se zadatak ponekad wje$ava formulom
(23), a ponekad formulom (10). Ova se zbrka umjetno izbjegava tako
da se u samom ‘tekstu eadatka fzri¢ito odreduje model koji treba pri-
mijeniti, kao npr. »izradunati metodom kontinuiranog ukamadivanja«
[3, str. 431]; umjesto da sama priroda zadatlka diktira koji model tre-
ba primijenitl.

Recimo jo$, da se obrazac za kontinuiranu kapitalizaciju izvodi na
upravo opisani nadin {(22) — (23)) gotovo redovito, al] ipak mne redo-
vito. Tako se on a [8, 310—311] korektno izvodi kao rjeSenje iferen-
cijalne jedg_ad%_be (1) =21f(1).

DR 3. FINANCIJSKA EKVIVALENTNOST KAPITALA

'Na- gsnovi " dosada$njih’ razmatranja zakljuéujemo da se uz kon-
stantan intenzitet Tasta opdée zakonitosti (5) ¢ (12) redruciraju ma samo
dvijeformudle kao egzakine modele J\aprtallzacije, (7) i (10). Ove se pak,
posredstvom 9), iskazuju kao dva zapisa fistog modela rasta. Stoga
¢emo.padai daljnja razmatranja usredotodit na formulu (10), koju éemo
pisati, u obliku ",

SH() =F(0)-r o " (24)

gdje je r =141 tzv. dekwzivnt kamatni faktor. Driim da Car [3, str.
415] izrie su$tinu temeljnog principa financijske matematike — prin-
cipa financijske ekvivalentnosti kapitala — kada tvrdi da (24) dzraZava
financijsku ekvivalentnost kapitata £{0) u trenutku 0 i f(f) u trenutku
t. Isto tako, drzim da slijedede «dvije »definicije« me pogadajru bit vec
posljedice ovog prmc1pa To su: »Njen osnovni prmcmp je princip ek-
vivalencije ]\0]11 oznatava jednakost wrijednosti uplata i bududih ispla-
ta u istom trenutku. [2, str. IIT}; »Zbroj svih potraZivanja (isplata)
svedenih naﬂnek1 po volji odabrani termin mora biti jednak zbroju
svih dugovanja (uplata) svedenih na isti temminie [9, str. 301].

Iz (24) izravno ivzodimo formulu

f) =f(t) et (25)

koja izra¥ava financijsku ekvivalentnost kapitala f (&) i f () sa dospi-
jeéima t:d f respektivno, uz prefpostavku da rezim kapitalizacije dik-
tira (unaprijed utvrdeni) kamatni faktor r. Formulom (25) prirodno je
inducirana definicija relacije financijske r-ekvivalencije, simboli€ki =:

r

f(1) =f(t) ako f(n)=f(u)r Bl (26)

Dosljedno: ovoj definiciji razumijevamo da princip financijske ek-
vzvalenmostl kapltala ol)]edm]u]e sve relacije financijske )ekvwalen-
eije (1 >'1 )

"
g
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" Pomodu de[.lmoqe (26) lako prmr;erava.mo Lvrdn]u relacija finan-
‘cijske r-ekvivalencije je relacija ekvivalencije, tj. ima svojstva:

() 1(t)=f(t), (rofleksivnost);
(1) f () =T (t:)=>f(t) =f(t), (simetridnost);
(i) f(t) =f (L) Af(t)=f (ts) =1 (1) ’: f (1), (?rilnzitivnosi).

Ogito, svaka klasa financijske r-ekvivalencije je jednoznagno re-
prezentirana akiualnom .vrijednodéu kapitala. Doista, pidudi (24) 1\80
fe(t) = Cr', trivijalno pokazutjemo:

@) Wt(C=Tfet)),
(i) fc, (fl) = fcz (tz):} Ci = Ca

Grafidki gledano, svaka relacija = vi3i jednu particiju POIuTa\'nine

Trer 4 na .knimlje T Phes fc {t) f (»I“( Stojﬁ' za »graf«),— siika 1.

(143}
PE

4

Za zadano C = f(0) klasu funkcijske r-ekvivalencije mojemo graficki
predoditi funkcijskom skalom na pravcy; od ishodigne toZke na-
nose se duZine duljina f(t) a na krajeve tih dufina up;su]u se odgova-
rajude vnjednosh argumenta t [10, 11—53]. O&Ho je kako se funkeij-
ska skala mo7e konstruirati iz grafa odgovarajudée funkcije. Na stici 2.
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prikazana je funkcijska skala za C=1 i r= L1, koju smo mogli kon-
struirati-pomodu grafa funkcije t|— 1.1".iz slike 1. (skala na sk 2. je
uveéana u odnosu na duzine duljina f (¢) na sl 1).

1

A t
e Rl otk
= ettt T t t + + +
el . .-B7-685-4-3-2.1 0 § 2 3 4 5 6 7 8
Slika 2

Funkcijske skale (sl. 2) i mreZasti nomogrami (sl. 1) veoma su po-
godna graficka sfedstva za brzo’ olitavanje (pribliznih) vrijednosti
Gitikeije f. Glavni im' je nedostatak ¥to ih nije lako konstruirati., Osim
toga, za svaku aktualnu vrijednost kapitala C = f(0) i svaki kamatni
faktor r mmora se konstruirati posebna funkoijska skala, odnosno po-
sebna krivulja u ¢ —7 (¢) dijagramu. Pokazat ¢emo kalko se primjenom
teorije mreZastih nomograma [10, 55—88] ovi nedostaci’ mogu prevla-
dati. Time demo ukazati na mogucnostl prakti¢ne primjene nomogra-
ma u funkcijskoj matematici. '

Teskode koje smo dstakdi u vezi sa konstrukcijom graficke pre-
dodZbe kapitalizacije f posljedice su ovih &injenica:
el 4 I T A O o C . ’

() funkoifa f nije linearna veé eksponencijalna;

(ii) f nije funkcija jednog ved triju argumenata: f{0) r, f. Ove pro-
bleme rjeSavamo '

(i) primjenom anamorfoze [10, 57—60],
[ (i1) komstrukoijom dvostrukog mreZastog nomograma [10, 84—87].
 Formuht (24),
L f
. N '=. r!l

10 -

u kojoj. se javljaju 4 varijable, moZemo uvodenjem pomodne varijable
a zamijeniti- ekvivalentnim sistemom formuila .

AW o o
Bl . - a9
i
i.'.'ft'";f""-._—}-’ @zt S g ' o . (27)

takvihs dd se u-svakoj javljaju po 3 varijable. Za svaku od funkcija
‘zddariih formulama (26) ‘i-(27y moZemo konstruirati mreZasti nomo-
-gram, smatrajuéi po jednu varijablu parametrom (f (0) u (26), r u (27)).
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Sastavijanjem ovih mreZastih nomograma tako da @m §l§?.lla o bude za-
jednika, dobijemo dvostruki mreZasti nromogram funkcije f.

»Anamorfozom nazivamo postupak-kojim se promjenom skale ‘na
osima krivulja transformita u pravac.c [10, str. 57]. Tim se ipostupkom
(ako je primjenjiv) sistem krivulja transfonmira u sistem pravaca. Bu-
dudi da je (27) jednadZba jednoparame.tarskc_ obitelji. krivulja (para-
metar r), mavodimo potreban i dovdljan uvjet c-ia 9b1tel3 .kmvulja
F(t 1) =0 dopulta anamorfozu [10, str. 747 Taj uvjet glasi:

aF

= M (1)-N.(a)-R (r) o , (28)

aF

oo

gdje su M, N, R funkcije jednog argumenta. Jednadibe "anamorfoz.e
(jednadzbe funkcijskih skala novog koordinatnog sustava) imaju oblik

t a U
u= §f M((t)dt i v=1{
a b N (=)

da, . (29"

gdj_é jé < a, b > ishodiste ndvog koordjh%xtnég sustava. 'Kako za
E'(t:a‘lr)=u"_r'=0v .
aF

at
=rlnr=alnr,

3 F

0

(27) ispunjava uvjet (28), gdje M (t) = 1, N (¢) = @, R (r) = iInr. Koordi-
natni poletak bit de totka <0,1>, jer za (=0, f(1)=f(0) tj. a«=
f(t) C -
=——— = 1. Stoga, prema (29),
1(0)

t a I :
u= fildi=t 1 v=J)—da=lno,
0 | Y 2

i

tj. jednadZbe anamorfoze su
=t i v=Ilna, (30)

(30) u sprezi sa (27) doista daje-jednadZbu jednoparametarske obitelji
pravaga- . - e el Tune Doermas s o s



86 VIRGILIO MUSKARDIN
v=inr-w.

Dakle, na os apscisa nanosimo ravnomjernit a ma os ordinata. loga-
ritamsku funkeijsku skalu, Tada koordinatnd pravei Cine tzv. polulo-
garitamsku funkcijsku mrefu; koja se tiska (i prodaje) u vidu polulo-
garitamskih funkcijskih papira.

Na (26) nije potrebno primjeniti anamorfozu jer je to upravo jed-
nadiba jednoparametarske obitelji pravaca (parametar f(0)). Medu-
tim, da bi skala na osi ordinata bila zajednic¢ka (dvostruki mreZasti
nomogram!) moramo (26) logaritmirati (usp. (30)). Rezultirajudéa jed-
nadzba

Inf(t)—Inf0) =lna«
se preko jednadZbi funkcijskih skala

v=lnae 4§ w=inf(t) (31
transformira u jednadZbu

w=v+Inf(0)
koja je takoder jednad?ba jednoparametarske obitelji pravaca. Budu-
¢idaje v=w=0 kada a =1 i f(t) = 1, koordinatni pocetak bit de
sada totka <1,1>. Jz (31) vidimo da su ovdje obje funkoijske skale
logaritamske, §to znadi da (26) predodujemo na logaritamskom papiri.

Opisamim postupkom ‘dogli smo do nomograma funkcije f, slika 3,
traZenih svojstava. ’

P

Slika 3.

Jako su u lijevoj funkcijskoj mresi obje funkcijske skale logari-
tamske s istom bazom e, iz praktiénih razloga crtane su sa razliitim
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modulima (s obzirom na onyjer «duljina njilrovih inicijainih segmena-

| 1(1)

ta &estih w primjeni). U sustavu ¢ <0,1> ——— -imamo obitelj - kon-
‘ W)

kurentnih pravaca, za koje pripadnu vrijednost parametra r jzravno

oditavamo na pomocénom (na sl. 3 iscrtkanom) praveu =1, (tada

f{t) f()

= r). U sustavu

F40) f(0)

vaca za koje pripadnu vrijednost parametra f (0) jzravno ofitavamo na

f(t)
=1, (tada f () = f (0)).
0 AR A

Na slici 3. ucrtant su nomogrami samo za mali broj funkcija iz &-
tave dvoparametarske obitelji funkcija f. Ginjenica da su ovi nomogra-
mi pravfasti omoguduje dako ucrtavanje nomograma bilo ko-_le funkeije
iz ove obitelji. Tako je ma slici 3. ucrtan nomogram funkeije t|— 2.5
-1.075'. To smo izveli tako da smo u obitelji konkurentnih pravaca po-
vukli pravac kroz tocku < 1, 1.075 >, a u obitelji paralelnih_ pravaca
povukli smo pravac kroz tolku < [, 2.5 >. Zakljuéujt?mo da bi bvl]O do- ‘
voljno tiskati papire sa opisanom dvostrukom ﬁunﬂmljsﬂcom.m'rezgm, a
korisnik bi lako sam ucrtac wupravo ome pravce nomograima ](O]E mu
(najéedce) trebaju. Nomogrami sa r = 1.075, kao u -navedenorn-.pnm_!e-
ru, mogli bi posluZiti Stedionicama ($tednja po videnju) za b.mu procje-
nu: na primjer, ulog od din. 25.000.— narast ¢e za 3 godine i 4 mjeseca
na cca din. 31.600.— (to¢nije din. 31.624.—), v. sl. 3. Tolnost ucrtavanja
i olitavanja zavisi dakako od gustode funkcijskih mreZa. )

Promatranjem nomograma na slici 3. nije tedko gofiiti da se, i kako
se, pomodu njega moZe odrediti bilo koja od Cetiri veliine

f0),f10), 7,1

ako su preostale tri zadane. Doduge, ovo je odredt?nje samo pribliZna
ocjena ali zato brza i zorna. Za tonije izra(‘:una\:anje‘ morat ¢emo upo-
trijebiti elektroni¢ko radunalo. Zapravo, svaﬂ-ai‘dze'pm'»scxenmhc calcu-
lator« je vi§e nego dovoljan za ova izradunavanja.

<1,1> f(t) imamo obitelj paralelnih pra-

osi f(t) (na sl. 3. iscrtkanoj), tj. praveu

4. DODAVANJE I ODUZIMANTE KAPITALA

Dosad smo promatrali kako se mijenja vrijednost jednog kapi’tafle}
u zavisnosti od vremena. Sada ¢emo razmatrati kako se ’ vrijednosti
vife kapitala objedinjuju operacijama dodavanja i oduzimanja kapitala.
Dodavanje ‘kapitala nazivamo uplatom, a oduzimanje isplator. Svaka
uplata odnosno isplata zbiva se u odredenom vrémenskom .trenutk i,
bududi da se podvrgava kapitalizaciji, samo u tom trenutku jma mazma-
Cenu nominalnu vrijednost. Sve uplate i isplate zorno- predodujemo u
vremenskon: “dijagramu, upisujuéi njibove vrijednosti a;, sa pred,Zvna-
kom + za uplatu odn. predznakom — za-isplatu, vz odgovarajude toCke
vremnske osi, slika 4. (primjer). Objedinjavanje- ovih uplata 1 isplata
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Slika 4.

vr§i se u odredenom trenutku, dodavanjem odnosno oduzimanjem nji-
hovih vrijednosti upravo u tom trenuiku. KaZemo da smo kapitale sveli
na zajednicko dospijece, primjenom principa financijske ekvivalentno-
sti kapitala. Postupak éemo ilustrirati na primjeru sa slike 4. Izradunat
¢emo (ukupne) vrijednosti kapitala i =1, 2, 3), A u trenutku t =01 Bu
trenutku ¢ = 3.

- U najopdenitijem sludaju svaki se kapital a kapitalizira po vlasti-
tom promjenljivom kamatnom faktoru r:(t). Tada

A= an!” — @™ — @y,
B = an’ — ais” —
gdje su m, 1’ (i =1,2,3) odgovarajuéi prosjeéni kamatni Faktori izra-

Sunati iz (5) odnosno (12) kako slijedi.

t

t S lnr(t)dt
S lnor(t)dt 0
0

ae =ar'sr=e

(<_p (t)=1Inr(t),v.(9)).

1
(32)

lnr(t) At

kw0

allr (i) Ah=ar'=r=c¢ ¢

ke

(14 o (Li)=rt), }:nlAf&’: t).

Iz ovih se formula vidi da de opdenito biti 11 # r/, jer se odnose na
razlid¢ite vremenske intervale. Iz jednadibe B = Ay’ moZemo odrediti
prosjeéni kamaini faktor r za A. Medutim, znacenje faktora r nije oso-
bito s obzirom da ne zavisi samo od vremena f, veé bitno zavisi od vri-
jednosti kapitala e i njihovih kamatmih faldtora i (1).

U sludaju da se na sve kapitale a: primjenjuje isti varijabilni kama-
tni faktor 7 (), tj. da r (1) zavisi samo od ¢, moZemo nadl prosjetne ka-
matne faktore (32) po vremenskim intervalima. Neka su ry, 13, 73, 14, 13
prosjeéni kamatni faktori za vremenske intervale (—1, 0), (0, 1), (1, 2),
(2, 2.5), (2.5, 3) respektivno, Tada
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—1

A= awy— aarit — a7

e 33)

5 - 003

B = amirars® vt — awrsr v —as™,

B = Aratsr® 187,

Veoma je &est slucaj da je kamatni faktor r kor}s}ar}tan. (U udzbe-
nigkoj. literaturi se uglavnom obraduje samo taj stucaj.) Tada treba sa-
mo u izrazima (33) staviti

i o2e8
mEnsSn=hEs=rD A= ar—ai ™,
B = an’ — ai — an®’; B = Ar.

Iz prezentiranih dlustracija biva jasnim kako se, ‘r?os')'t'adslvoin vre-
menskog dijagrama, modelira bilo koji slucaj .dodavarya 1le'odzizu1vmn]‘a
kapitala, Naravno, ukoliko postoje neke dodatne_ pl'a.Vl‘thStl, kao §to je
npr. periodi¢nost uplata odnosno isplata jednakih visina, mogu S€ one
iskoristiti za daljnje pojedmostavijenje algebarskog zapisa modela. Ovo
pojednostavijenje je tim vainije im je broj uplata odnosno isplata
vec‘i‘ - by : R .-y . av

U praksi se najée$ée sre¢emo s periodicnim up.lz%tzurpz} 1-1} pemO_(ilC-
nim isplatama jednakih visina, recimo 4, koje se kapitaliziraju po kon-
stantnom kamatnom faktoru r, slika 3.

<}
N
A Y]
Fy
=
1

" Slika 5.

Za jediniéni vremenski imterval obino uzimamo period izmedu de‘_]f’,
uplate ili isplate. Ovi su sluajevi detaljno obradeni u svakom udzbenl-
ku financijske matematike; toliko detaljno da se Cesto ispuSta iz vida
da se zapravo radi o razligitim interpreiacijama istog r}qodela. Sarr)c‘z
uplate ili isplate nazivaju se jo, zavisno od in'tenpretac?ge, ratama ili
anuitetima. »Naime, s radunske totke gledi§ta nema nikakve razlike
izmedu uloga, rente ili anuiteta u ufem smislu.« [5, str. 3]. Primjenju-
juéi princip financijske ekvivalentnosti kapitala na svaku rafu, moze
mo dzradunati vnijedmost svih rata a bilo kojem trenutku. Za vrijednost
K svih rata nakon n perioda (sl. 5.) dobijemo dobro poznati obrazacac

r—1
K=ar——. (34)
r—1
Primjetimo da owdje anamorfoza nije primjenjiva jer (34) ne Jispunja-
va uvjet (28). Pomocu kalkulatora moZemo, sa zadovoljavajucom tq -
noiéu odrediti bilo koju od éetiri veliine =
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K,aqrn

ako su preostale tri zadane. Medutim, dok K, a i n moZemo lako ekspli-
cirati,

1 K r—1
n = In + 1],
nr a r

izradunavanje r vodi na rjefavanje algebarske jednadibe n-tog reda:

K
P = — . ‘ (35)
a

((r'—1} podjelili smo sa (r—1), jer po pretipostavol r= I).

3. RIESAVANIE TEDNANDZBE (35)

Dobro je poznato da algebarske jedmadzbe 5. i viSeg reda opdenito
nisu rjefive pomocéu radikala, tj. da se njihovi korijeni ne mogu dobiti
iz koeficijenata pomodu konaéno mmogo algebarskih operacija (doda-
vanja, oduzimanja, mnoZenja, dijeljenja, potenciranja i radiciranja); v.
npr. [11]. One se stoga rjeSavaju aproksimativno raznim numeri®kim
metodama. Pokazat ¢emo kako se koristeci mogucnosti kalkulatora do-
lazi do rjeSenja Zeljene to¢nosti jednostavnim »eksperimentiranjemse,
bez primjene sofisticiranih numeridkilh metoda. Mi éemo doduSe rjesa-
vati jednadZbu (35), ali ¢e izloZeni postupak imati vrijednost jedne opce
metodologije rieSavanja jednadZbi kalkulatorom.

Buduéi da, prema definiciji kamatnog fakiora, r> 1, zanima nas
samo takvo rjeenje jednadzbe (35). Ono je moguce ako K > na; ili uz

K
oznaku =g,
a
> n. . (36)
Kako

r>li=rtzr k=1,...,n
uz pretipostaviku (36), (35) implicira nr < ¢; dakle

c
I<r<

C)

1

TraZeno rjefenje jednaddbe (35) je nula funkcije s zadane formulom
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s(i')=)ir‘—c, c>n. (38)

k=t

Slijedece razlaganje pokazuje da postoji jedinstvena mula ro funkoije
koja zadovoljava (37). Postojanje proizlazi iz ¢injenice da je s kontint-
irana funkcija, te da

s(f)=n—c<0,

zbog (36), a

> .

c . C
s(—)=E(—)—c>0,
n bl 1 .
$to uvidamo ovako:
-t c [od
D(—)>n—1, jer —>1 (36), tj.
= n
~—t o] [ a c
= (—) > n/- =5 (—)>e
o 1 = T

Jedinstivenost proizlazi iz &injenice

r>0=s"(r) =1 kr'*' >0,

kw)

tj. za r > 0's je strogo rastuca Eunikcija, slika 6.

sir) &
S(\r:m) E—— )
B
c
0 T, & r
st}

Slika 6.

A\
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Preostaje da izradunamo rv takvo da s(r) =0 (38). Sam postupak
seksperimentiranja« pomocu kalkulatora pokaZimo na primjeru

Dot

S(!‘):)J-}-;"-{-)J +~ z"+,r—'l.0=0. - : (39)

Prema (37), 1 < r» < 2; 3to je u praksi najée$éi studaj. Dakle, ro= 1.
Sada odredujemo decimalu po decimalu. Kalkulatorom izradunavamo
s(1.1), s(1.2),... i nalazimo da je s(1.2) <0, a 5(1.3) > 0. rPema tome,
prva decimala je 2. Sada izradunavamo s (1.21), s(1.22),... i nalazimo
da je s (1.24) < 0 a 5(1.25) > 0. Stoga je druga decimala 4. Dalje nalazi-
mo da je s (1.241) > 0, pa je treda decimala 0. Na isti nadin utvrdujemo
da je Cetvrta decimala 7. Dakie, rs = 1.2407. Tada je s (r,) = — 0.0006427391,
§to se od 0 razlikuje tek u tredoj decimali. Zelimo li bo]Ju aproksimaci-
ju, nastavljamo opisanim -postwpﬂ{om najvide do tohlko decimala koliko
ih stane na ekran kalkulatora. :

IzloZeni postupak se moZe znatno ubrzati upotrebom programabil-
nog kalkulatora. Time se ujedno smanjuje mogudnost pogreske pri uno-
Senju (utipkavanju) brojéanih podataka i operacijskih instrukcija, jer
ovo nije potrebno viekratno ponawijati. Slijededi u sustini opisani al-
goritam za rjeSavanje' jednadzbi pomodu kalkulatora, konstruirat éemo
prograyn za programabilni kalkulator Texas Instruments SR-56. Ovaj
se program bitno razlikuje od programa »Zeros of Functions« u [12,
21—24] koji se temelji na metodi bisekcije. Na§ program je jednostav-
niji, kradi (koristl manji broj lokacija u programskoj memoriji) i vop-
ée elegantniji je, te brie kdnvergira. On se bitno razlikuje i od poseb-
nog programa »Ordinari Annuity (Interest Rate Unknown)« u [12, 80—
—82], koji je jo§ dui.

Dijagram lijeka programa (flow-chart) prikazuje slika 7. R: ozna-
¢uje i-ti registar memorije, odnosno njegov sadrzaj. U Ro unosimo broj
k znamenaka rezultata koliko ih kalkulator treba odrediti. Pocetnu wvri-
jednost za r unosimo u R, dok u R; unosimo dekadsku jedinicu koja
odgovara dekadskoj poziciji cifre koju odredujemo. Zatim se posebnom
subrutinom izradunava vrijednost funkcije s &iju nulu traZimo 4 rezul-
tat unosi u Rs. Dalje je sve jasno iz samog dijagrama, osim moZda trece
operacije grananja koja je ujedno i broja€. To je moéna dsz (Decre-
ment and Skip on Zero) instrukcija, kojom se za po 1 umanjuje vri-
jednost u Rs i program se grana dok u R ne bude 0. Sam program je
dokumentiran na standandnom SR-56 obrascu.

Uz program za nalaZenje nule funkcije napisan je i program za iz
radunavan Je vrijednosti -
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Ro= k

|‘ Rw.%f -‘J T
P
] RJ;S(RJ ] |
i _ J

S fTewe 2l
-

2 —11r + 10

koja, nz > 1, nposta]e 0 upravo za rjesenjc re zadane ]edmdzbe (39),
usp. (34). Time je rpodlplogram znaino skracen, ali uz ograni€enje-da niz
1proksmnacuua ne smijemo. zapodell sa 1. Za k'='8 moZemo stantati sa
= 1000000001 i Az = 0:1. I\a‘lﬂmlator da‘_]e rjeseme Jednaldz.be (39) na
S, decpma]a ] O ] . :

“1e == 1.24072329.
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USER INSTRUCTIONS ~.BENUTZER INSTRUKTIONEN ~ MODE D'EMPLOI

TITLE/TITEL/TITRE Zero of Function PAGE/SEITE/PAGE 2 QF/VON/DE I

PROGRAMMER /PROGRAMMIERER/PROGRAMMEUR V. Mu§kardin DATE/DATUM/DATE 10, 04. 82.

DISPLAY
ANZEIGE
AFFICHAGE

PRESS
BEFEHL
APPUYER SUR

ENTER
EINGABE
INTRODUIRE

CEDURE — PROZEDUR — PROCEDURE

Step

Shritt PRO
Sequece

RST

LRN

Reset programme counter

Enter learn mode

00 00

Enter programme
Enter function

s (1)

VIRGILIO MUSKARDIN

LRN
RST

Return to calculate mode

Reset programme counter
Clear memory registers

5

*CMs
STO
STO

7

Accuracy (no. of figures)
Decimal unit (interval)

Ar

Ar

Enter initial (zero) value

10
11

Xo

R/S

Calculate terminal (zero) value

For a new calculation return to Step 6

For another function:
Enter function

12
13

LRN

9

GTO
*rtn

F(o)

Then return to Step 5

Before running the programme ensure that

N. B.

a zero does exist in the respective interval.

Otherwise the programme might not halt.

*Denotes 2nd function key

1976 Texas Instruments
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Tada s {rs) = —0.000000229 §to je mnogo bolja aproksimacija od 0 nego
§to je u praksi obi¢no trebamo.

Razvijeni program moZe se upotrebom programabilnog kalkulatora
sa eksternom memorijom, mpr. sa magnetnim karticama kao SR-52,
trajno spremiti. Jo§ jednostavnije, posebni financijski kalkulatori mogu
imati funkciju s predprogramiranu.

6. KALKULATOR VERSUS FINANCITSKE TABLICE
Mnogi diplomirani ekonomisti ¢e uz pojam financijske matematike
asocirati (gotovo kao sinonim) pojam financijskih tablica I—IV. Podsje-
thno se, tu su tabelirane funkcije

tl=r 1 t]=v. ulill tablicama,

m—1 v—1
nlsr——— i nlov u ITI i IV tablicama,
r—1 v—1
1

gdje je v = diskontni kamatni fakior;

I

V tablice sadrie reciprofne vnijednosti IV tablica, a VI su analogon V
za anticipativno ukamacivanje. U ovom se Clankn posebno me bavimo
anticipativaim ukamadivanjem, jer se sve razmatranja provode potpuno
analogno onima za dekurzivno ukamadivanje. Takoder, ne govorimo o
diskontnom racunu jer se on sa matematickog stajali§ta ne razlikuje od
kamatnog racuna. Usp. npr, [3]. )
Jasno da su financijskim ‘tablicama obuhvadene vrijednosti mavede-
nih funkdija samo za neke vrijednosti parametra r 4 argumenta ¢, a i
ove samo priblizno na odredeni broj decimala. Iz ovog, po prirodi stva-

. ri nuZnog, ogranienja izviru bitni nedostaci financijskih tablica. Kon-

trastirat demo #h sa odgovarajuéim prednostima kalkulatora.

1. Tabelirane funkcije nisu dostatne za amodeliranje itave raznoli-
kosti financijske prakse. »U svakoj analizi ne moZe se usvojiti pretpos-
tavka o konstantnim prinosima, tro$kovima, anuitetima i sli¢nim eko-
nomskim veliéinama.« {5, str. 12]. U [2] su obradeni shutajevi kada is-
plate Gine aritmetidki ili geometrijski niz. U [5] je uveden pojam vari-

* jabilnog anuiteta i obraden sluéaj kada je anuitet linearna funkcija wvre-

mena. U ovom smo Elanku krenuli od najopéenitijeg polazista. Svi se
tl slucajevi mogu wspje$no rjeSavati elektronidkim kalkulatorom.

2. Da bi se odredile netabelirane vrijednosti tabeliranih funkcija
potrebno je primjeniti postupak interpolacije i ekstrapolacije. Primjena
ovih postupaka, uz pogre¥ke koje nuZno nosi, ogranicenog je dosega i
zahtijeva mezamemariv wiro$ak vremena. U udibenitkoj literaturi se
uz financijske- tablice redovito dzlaZe linearna dnterpolacija, kao i mno-
ge dosjetke za »prevladavanje« spomenutih ogranienja, v. [3, str.425],
[9, 425—436] i osobito [2]. Sve je to divio za predkalkulatorsko vrije-
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me-ali sada postaje naprosto nepotrebnim. Dakako, interpolacija za-
drzava svoju vrijednost, ali u drugom kontsekstu.

3. Upotrebom kalkulatora moZemo raditi mnogo preciznije jer mas
»nepotrebne« znamenke ne opetreduju, pa zackruZivanje vi$§imo tek u
kona¢nom rezultatu. Prerana zaokruZivanja uvjetuju akumulaciju po-
grefaka a mogu dovesti i do pogre$nih zakljucaka — kao u [1, str. 44].
Da bismo tu kardinalnu greSku Ayresa objasnili podimo od modela sa
sl. 5. Neka su poznate uplate a a nepoznata isplata K. U (34) smo K
odredili formiranjem »jednadibe vrijednosti« (»values equation« u [1])
za trenutak ¢ = n. Isti bismo rezultat dobili svodenjem ovih kapitala
na bilo koji trenufak; mpr. svodenjem mna ¢ =0, K dobijemo iz

r—1
Kr"=a
rt—1

$to je ar samoj biti principa finamcijske ekvivalentnosti kapitala. Medu-
tim, suprotno ovome Ayres tvrdi da promjena datuma svodenja {»focal
time u (1]} izaziva i promjenu u rezultatu. Tvrdnju potkrepljuje sa dva
primjera [1, str. 47], 1 kojima je do evidenine razlike do$lo zbog zao-
kruZivanja §to on nije uodio.

4. Konatno, rad pomoéu kalkulatora u pravilu je mnogo brZi od
rada pomocu tablica; dako bi se u mekim posebnim sludajevima r iz (34)
moglo brZe odrediti iz tablica.

Drzim da su razloZeni argumenti dovoljno jaki da potaknu potpu-
no »istjerivanje« financijskih tablica i ustupanje mjesta elektronickim
kalkulatorima.

Iako mnogi udZbenici matematike za skonomiste sadrZe poglavije
o ‘elektroni¢kim radunalima, nijedan me ukazuje ma mfjihovu primjenu
u financijskoj matematici. Tome moZe biti razlog da u vnijeme kad su
pisani, dZepni elektronicki kalkulatori jo¥ nisu bili dovoljno rasprostra-

"njeni, npr.-[9] i [3]; $to se me bi moglo reéi za [2] koji je izdan 1980.
godine. Tzuzetno, u [5] Martié¢ koristi kompjutorske programe za dzradu
plana amortizacije zajma. Izgleda da de se »zamjenac« dinancijskih tab-
lica kalkudatorom na ekonomskim mgiliStima suoditi sa dzvjesnom iner-
cijond, -sli¢noj onoj s kojom se nekad suodila »zamfena« logaritmidkog
ratunala kalkulatorom na telnidkim uéili$tima, s tim da ée sadasnju
biti teZe otlkloniti. )

Cini se da bi upotreba kalkulatora mogla dati i odredeni didaktisko-
-metodicki doprinos. U postojedoj wdzbeniko]j Mteraburi rascjepkanost
i uska obuhvainost problema financijske matematike nadaje se veé na
prvi pogled. 8iri dijapazon wmoguénosti koje kalkulator pruZa irebalo
bi dskoristiti za objedinjavanje $ireg dijapazona problema financijske
matematike w jedinstvenu metodologiju findncijskog modeliranja. Stu-
dent financijske matematike morao bi oviadati ovom metodologijom
kako bi bio u stanju samostalno kreirati modele primjerene financijskoj
praksi,

Pri.mlj'ctvzb: 1. 09. 1984.
Prihvadeno: 14. 12. 1984.
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MODERN APPROACH TO THE MATHEMATICS OF FINANCE
Virgilio MUSKARDIN
Summnra r.y
Basic characteristics of this &pproach are:

1. Bringing the problems of the mathematics of finance under @
unique methodology of financial modelling: from fundcynenml postula-
tes of economic theory expressed by differential and d-Lﬁe_rence‘ E‘I“f‘“‘
ons via supplementary conditions to models adequate to financial prac-
tice; .

2. Use of an electronic calculator as a modern tool jor evaluating
functions and solving equations of mathematics of finance: a_dvannges
of a calculaior are contrasted with shortcomings of financial tables,
pleading for definite abandon of the tables as an anachronisni !

3. Emphasizing graphic representations of models using noinogl a-
phy, also obtaining in this way a possibility of quick estimation.




