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DINAMICKI MODEL JUGOSLOVENSKE PRIVREDE
NA BAZI MATRICE RASTA

Vesna PASEIA*

U prvom delu rada teorijski se dokazuje valjanost dinamickog
modela na bazi matrice rasta kao osnove prezentovanja rasta eko-
nomskog sistema i utvrduju neke njegove osobine. Dalje, na osnovu
empirijskih podataka o kretanju druStvenog proizvoda preko privred-
nih delatnosti, odreduje se rast jugoslovenske privrede u periodu
od 1974. do 1980. godine prema iznetom modelu.

1. IZVOPDENJE MODELA

Neka je posmatrani ekionomski sistem definisan sa n aktivnosti
(sektora, delatnosti, RO i slitno). Oznadimo sa Y nivo i-te aktivmosti
u trenutku t, tako da su Yy i Yy, i=1,...,n vrednosti i-te aktiv-
nosti posmatranog ekonomskog sistema, " kompletno opisanog sa n
razli¢itih aktivnosti u trenutku t i +—1. Apsolutna promena i-te aktiv--
nosti u posmatranom periodu je

AYy =Yuy—Yu
Polazedi od pretpostavke da je promena i-te aktivnosti, u opdtem
modelu definisaném medusobno zavisnim aktivnostima, funkcija obi-

ma ostalih aktivnosti u periodu t izrafena sa ¥; i da ne zavisi ekspli-
citnood t, imamo da je

AYy =Fi (Y Yoo ooy Yl i=4,..,n

Na bazi date relacije moZemo dobiti sistem koji pokazuje vezu
izmedu aktivnosti u periodu t, odnosno t—I1, naime

Yl'{ — Fx‘ {I,JH sy le() = 1,it—l i= 1: ceey it ‘ (1)

Prezentovani sistem moZe biti razlidit, zavisno od konkretnog
oblika funkcija F;, i=1,...,n, ali je njegova specifi€nost u tome .

* Ekonomski fakultet, Beograd.




242 VESNA PASETA

Sto se promena mivoa posmatrane aktivnosti razmabra u funkciji
obima ostalih aktivnosti u periodu t. S obzirom na koncepciju ma-
trice rasta!, ona kao linearno autonomno preslikavanje moZe prezen-
tovati adekvatan tip medusobne zavisnosti aktivnosti. Specifi¢nost to-
ga koncepta je $to uspostavlja medusobne veze izmedu posmatranih
ekonomskih aktivnosti, koje definiSu odgovarajuéi ckonomski sistem
na osnovu strukture rasta. Naime, poznavajuéi odnose rasta posma-
tranih ekonomskih aktivonosti mogu se utvediti njihove medusobne
funkcionalne povezanosti na bazi kojih se izvode dinamicki modeli
posmatranog ekonomskog sistema.

Indirektne stope rasta defini$u se kao odnos prira¥taja i-te aktiv-
nosti Yy 1 vrednosti j-te aktivnosti u periodu t. Naime, imamo da je

AY .
g =— Lj=1,...,n
7
Yy
Dobijene parametire moZemo izraziti u matri€nom obliku preko ma-
trice rasla, za period t

r i L TR ]
|7 I e T
R‘ = b4 2 ny
1
L Tunt Yo ov e rnulJ

gde elementi po glavnoj dijagonali predstavljaju direkine stope rasta
(i=]j), a ostali (i ]j) indirektne stope u periodu t. Pri tome, indi-
rekine stope rasta ry, ,j=1,...,n pokazuju relatiwni rast j-te ak-
tivnosti u ttom periodu. Skup svih indirektnih i direktnih stopa ra-
sta, jzraZen preko matrice rasta, omogucava da se sagleda struktura
rasta jzmedu aktivnosti i da se u najopstijem obliku izraze njihovi
relativni odnosi, a samim tim i rast posmatranog ekonomskog siste-
ma definisanog datim skupom aktivnosti?

Potrebno je maglasiti da je Siroka aplikativnost jedno od osnov-
nih svojstava matrice rasta i modela na njoj zasnovanih, i to u dvo-
strukom smislu. Uvek je mogude odredenom skupu ekonomskih ak-
tiviiosti, sa eksplicitnom ili implicitnom vremenskom dimenzijom, pri-
druZiti odgovarajuéu matricu rasta i, u zavisnosti od konkretnih us-
lova, definisati odredeni model koji prezentuje posmatrane aktivnosti
i omogudava detaljnu analizu. S druge strane, matrica rasta i mo-
deli na njoj zasnovani, mogu se lako ukljuciti i u poznate ekonomske
matemati¢ke modele, ¢ime neke od njih mogu pribliziti svojoj apli-

I D, Stojanoviés Teorijski i praktiéni aspekii materice rasta, SA,
Beograd 1978; takode od autora »A matrix of growth optimization model
for the production activity of cooperatinig entenprises«, Operational Re-
search Quarterly, No. 4, London, 1977; »Intersectorial model on the basis
of g{naisrix of growth«, European Congress of Econometric Society, Vienna,
1977, . :

2 Op. cit., strana 6.
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kativnosti, a isto tako i razre$iti neke probleme imanentne tim mo-
delima.

Funkcionalne veze F; iz (1) mogu sc izraziti preko odgovarajudih
vrsia matrice rasta. Tako imamo da je

1 M
Ypy———T ryy Yy = Yy i=1...,n

n—I j=1J

iw]

ili u matri¢nom obliku

1

f .

gde su I i Ryy jedini®na matrica i matrica indirektnih stopa rasta,
a Y, 1Y, vektori aktivnosti u perjodu t i t—I. Na taj nagin, zapra-
vo, definiSu se kretanja aktivnosti preko autonomnog dinamigkog si-
stema na bazi matrice rasta.

ReSavanjem dobijenog sistema u moguénosti smo da, na osnovu
poznatog vektora aktivnosti u periodu t—I i matrice rasta indirekt-
nih stopa, ocenimo vektor aktivnosti u narednom periodu t, uz pret-
postavku da je

1
{L—-—Rind nesingularna matrica. Imamo, naime, da je
n—1
1 s
I ———Ryu Yiep
Yl { ’L_J i

Uocimo da je sistem (2) definisan na osnovu matrice rasta in-
direkinih stopa. Pri tome potrebno je istaéi da skup indirektnih stopa
determiniSe direkine stope rasta svih aktivnosii, pa sledi da je di-
namiki sistem posmatranih aktivnosti kompletno odreden preko ma-
trice indirektnih stopa rasta. ' '

~ Analizirajmo detaljnije koje uslove treba da zadovoljl sistem za-
snovan na matrici indirektnih stopa rasta, da bi na adekvatan nadin
odrazavao dinamiku odredenog ekonomskog sistema opisanog datim
aktivnostima. S obzirom da vektor Y, predstavlja vektor nivoa aktiv-
nosti, ekonomski uslovi nalaZu da Y, mora biti nenegativan za svako
t iz posmatranog perioda. U tom smislu, ispitajmo uslove koje treba
da zadovolji matrica

1
R

) RindJ , 0dnosno Ry da bi dinami¢ki sistem, na njoj
n—

zasnovan, generisao nenegativna resenja.
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Interesuju nas uslovi koje treba da zadovolji matrica

1

I]—— R« J da bi reSenje sistema,
n—1

1
I————Riat Y=Yy
n—1

bilo negativno za, po pretpostavci, nenegativai vektor Y, U ispiti-
vanju tih uslova moZe nam pomodi poznata Hawkins-Simon-ova teo-
rema, odnosno Hawkins-Simon-ovi uslovi®* koji se upravo odnose na
takve probleme.

Prema tome, da bi ispitali da li sistem (2) daje nenegativno re-
Senje za menegativno Y, ;, potrebno je odrediti sve glavne minore ma-
trice sistema. Ako je u pitanju sistem manjih dimenzija to nije po-
seban problem. Medutim, ako operi§emo sa matricom vedili dimenzi-
ja, odnosno ako je posmalrani ekonomski sistem odreden velikim
brojem aktivoosti, direkino ispitivanje navedenih uslova podrazumeva
izradunavanje velikog broja determinanti. Da bi to izbegli posluZimo
se teoremom koja tvrdi da matrica

1
{ I ——Ryq j zadovoljava Hawkins-Simon-ove uslove,
n—1

ako i samo. ako ima kvazi dominantnu dijagonalu?

3 Za matricu A = {ay} kaZemo da zadovoljava Hawkins-Simon-ove us-
love ako i samo ako su svi njeni glavni minori pozitivmi, odnosno,

Qi ay

ai >0 >0,.00, IA|>0

Ay g

Ako matrica A zadovoljava mavedene uslove, tada sistem Ax=y ima ne-
negativno redenje x za bilo koji menegativni vektor y, gde su x,y vektori
dimenzije n, a A kvadratna matrica nxn. {(Dokaz, originalno dat kod Haw-
kins D. Simon H. »Note: Some conditions of macroeconomic stabilitys,
Economelrica 17, 1949, st. 245—48, moZe se nadl i kod Nikaido H.: Intro-
duction to Sets and Mappings in Modern Economics, North-Holland Pub,
Com., Amistexrdam, 1970, st, 13—I19, tli Murata Y.: Mathematics for Stabi-
lity and Optimization of Economic Systems, Academic Press, New York,
1977, st. 51—53.) ) .

4 Matrica A = {ay} déma kvazi dominantnu dijagonalu ako postoje
pozitivmi skalarii d;, j=1,...,n takvi da za bilo koji neprazni podskup in-
deksa Jiz N={1,...,n},

dy lagl > T dilay| 2 jel
iel
istj
sa strikinom nejednakoidu za neko j e J. .
Iz’ definicije meposredno sledi da ako A ima kvazi dominantnu di-
jagonalu tada su svi njeni dijagonalni elementi razliditi od mule. Takode,

ako je A sa dominantnom dijagonalom, odnosno ako postoje pozitivni ska-
lari dy, i=1,...,n takvi da
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1
Ispitujemo da li matrica sistema (2) { I————R;,4 } oznadimo
n—1
je sa A gde
1 i=j
1 ..
ty= |y i Lj=4...,n
n—1

. .
ima kvazi dominatntnu dijagonalu’ Prema definiciji potrebno je da
utvrdimo da i postoje pozitivni skalari d;, takvi da

iz T od| I )
ie] |———r;ljel 3 .
1] n—1

za bilo koji neprazni podskup indeksz J iz N={l,...,n}, gde za
neko j & J nejednakost vaZi striktno. ' -
Iz (3) imamo da

(mn—1)d;z o d;|ryl jel’
ie]

it]
. - - _ew . - AYi
te s obzirom na definiciju indirektne stope rasta, ry= — dobi-
jamo da . !
(n—1)d, Y;> T di|Av:  jel )
ie]
iwt]
obzirom da je Y; j=1,...,n kao element vektora nivoa aktivnosti-

po pretpostavci pozitivna veligina. ) o
S druge strane, pretpostavimo da je u posmatranom dinamickom
ekonomskom sistemu direktni rast aktivnosti po apsolutnoj vrednosti

.

dy lag| > 2 dilay]l za j=1,...,n
s

oy,
AN

tada matrica A dma’j kvazi dominantnu dijagonalu.

Sd aspekta reSavanja 'sistema bitna je' teorema koja pokazuje da
ako matrica A ima kvazi dominantnu dijagonalu tada je to- mesingularna
matnica. Dokaz teoreme, kao i mmoga druga interesantna svojstva matrica
sa .dominantnom dijagonalom, odnosno kvazi dominantnom’ dijagonalom
dati su kod Mu;arta Y., op. cit., st, 21—30. ol e .

S Paseta Vesna: Analiza stabilnosti dinamidkih ekonomskih modela,
doktorska disertacija, Beograd, 1982, st. 164,
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manji ili jednak jedinici za sve aktivnosti. Data pretpostavka ne pred-
stavlja neko posebno ogranicenje, obzirom «<a je u opStim uslovima
rasta ekonomske aktivnosti ispunjavaju. Pri datoj pretpostavci da
|ry] €1 moZemo eksplicitno pokazati da je matrica sistema (2) ona
matrica koja ima kvazi dominantnu dijagonalu. Naime, stavimo da je

1
d; = i=1..,n

Y;

prema (4) imamo da je

1 1
m—1)—Y;2 T fay;l  jel
Y,‘ ie] Y,‘
iw]
odnosno
n
(m—1}z= T |ryl
i=
iw]
gde smo uzeli da je J = N.
Neka je Ipoe= max|ry], i=1,...,n, maksimalna direktna stopa

i
rasta posmatranih aktivnosti po apsolutnoj vrednosti, tada

n—I
(”—'J)> : rmax

i=]

Odnosno (n—1) 2 (n— 1) 1y, sledi da je nejednakost zadovoljena
obzirom da je ry. <1, po pretpostavci. PoSto navedena relacija vaZi
za bilo koji neprazni podskup indeksa, moZemo zakljuciti da postoje
pozitivni skalari d; takvi da je

1
di> )N d; )';j j eJ
ie] n—.1
v
zadovoljeno za bilo koji meprazni podskup indeksa J iz N = {1,...,n}

i sa strikinom nejednako$éu za neko j &7, obzirom da postoji jeT
22 Koje je sy > |y

1
Gore odredeni skalari di=—— i=1,...,n nisu jedini koji
: Y, _

R AP BT

S e e T
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zadovoljavaju uslove kvazi dominantnosti matrice ¢ I——— R, ,
n—1

Naime, u konkretnim uslovima moguéno je na drugi nadin defini-
sati d;.

Kvazi dominantnost dijagonale { I—————— Ry poviadi da
n—1i
sistem (2) ima redenje, obzirom da postoji odgovarajuéa inverzna
matrica | da je ono nenegativmo za nenegativno Y, ,. Istovremeno to
1 4
implicira da je matrica { I—————Rq nenegativina sa pozitiv-
n—1

nim elementima po glavnoj dijagonali. Naime, J—— R4
n—1
zadovoljava Hawkins‘Simon-ove uslove, pa je refenje sistema (2)
1 —1
Y, = I]———— Ry Y = 0 za bilo koje Y,_; > 0. No, posto
n—1
je Yy po pretpostavci a Y, na osnovu navedenih uslova nemegativni,
1 —1
sledi da matrica¢{l———R; , nenegativna i razlidita od nule,
. n—1 .
zaista je nenegativna sa pozitivhom glawom dijagonalom. Time je
dokazano da dinamicki model} definisan matricom rasta, daje eko-
nomski konzistentna reSenja i da u tom smislu, pod navedenim uslo-

vom, moZe Ciniti osnovu modeliranja dinamickih ekonomskih feno-
mena.

‘.

2. OSOBINA RELATIVNE STABILNOSTI MODELA

Polazeéi od osnovne relacije koja povezuje nivoe aktivnosti u
périodu t i t—1, na osnovu matrice rasta moJemo zamenom odgo-
varajudih vrednosti za t =1, ..., k dobiti




248 VESNA PASETA

k -1
Yi= I {J————Ry ¢ Y,
=/ n—1

gde R, ;g predstavlja matricu rasta imdirektnih stopa u periodu t.
Ako pretpostavimo da se radi o stacionarnom autonomnom sistemu,
§to prakti¢no znadi da je matrica sisiema nepromenljiva u vremenu,
tada umesto miza matrice R34 u definisanom proizvodu figuriSe neka
nepromenljiva matrica indirektnih stopa rasta za svako t, R Pri
tome bitna je ocena elemenata te matrice kako bi oni na najbolji
naéin sadrZali i odrZavali preslikavanje posmatranih ekonomskih ak-
tivposti nkupnog perioda posmatranja.

Kao $to je pokazano, matrica sistema zadovoljava Hawkins-Si-
mon-ove uslove te postoji mjena inverzna matrica koja daje nenega-
tivha reSenja za menegativne vrednosti vektora Y,.

. 1
Pretpostavimo da je matrica { [——————R;,4 ¢ werazloZiva$ Da-
n—1

ta pretpostavka nije posebno organicenje za dinamicki model zasno-
van pa matrici rasta’ Naime, iz definicije modela sledi da ona pod-
razumeva postojanje dovoljnog broja medusobno zavisnih aktivnosti
u ekonomskom sistemu koji se posmatra, kao i promenljivost apso-
lutnihh vrednosti njegovih aktivnosti (AY; »= 0 za dovoljan broj indeksa
i jz skupa indeksa N =1,...,n). Ako bilo koja aktivnost zavisi od
svih drugih aktivnosti u sistemu, i jstowemeno sve ostale od posma-

6§ Kvadratna matrica A razloZiva je ako se permutovanjem vrsta i
kolona penmutacionom matricom P moZe izraziti sa

}‘) APT [ An An ]
o

gde isu Au i Aa kvadratne matrice weka kxk, odnosno Ixl, 0 je mula ma-
tmica; Ixk & A je kdl, 14+ k=mn. Ako se matuica A me moZe simultanom
permutacijom wedova i kolona izraziti u datom obliku, kaZe se da je
nerazlo¥iva., Napomenimo da se P sastoji od jedimidnih vektora medusob-
no mezavisnih pa je PT=P-, te se ponckad u definiciji razloZive matrice
pojavljuje P-'. U konkretnim: istraZivanjima, ako je matrica A velikih di-
menzija, ispitivanje njenc razloZivosti prema definicijl nije jednostavno,
Naime, potrebno je definisati sve kombimacije jedini¢nih vektora u matri.
ol P i ispitati da li postoji ona kombinacija koja permartuje matwicu A
u definisani oblik. U tom smisku uogimo, da ako je neka matrica A = {ay}
merazloZiva tada postoji indeks k =i, takavda jean # 0 za svako i=1,...,1,
odnosno postoji kolona matrice A &iji su-svi elementi razli¢iti od nule
i postoji meki indeks h s j takav da aw =0 za svako j=1,...,n, odnosno
posto]i red &iji su svi clementi razliditi od nule.

7 To me podrazumeva da svi_modeii zasnovani na matrici rasta éma-
ju matriou sistema merazioZivu. Naime, primena matrice rasta je veoma
giroka I u tom smislu postoje specijalni modeli u kojima data pretpostav-
ka nije neophodna, .

LT g s €3 ri&‘t_ﬂm
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1
trane aktivnosti, tada je matrica { [—————Ry,q ¢ uz pretpostavku
n—1
AYy#0 i =1,...,n, za neko t iz posmatranog perioda, sigurno ne-

razloziva. Naime, u tom slucaju 1y 0 za svako »ic 1 »j«, pa je ne-
razioZivost matrice sistema ocigledna. No, istaknimo da uslov neraz-
lozivosti dopusta postojanje ry; = 0 za neke vrednosti indeksa i« i »je.

1
Uz pretpostavku o nerazloZivosti matrice (I————Ryy,
‘ n—1
mo¥e se pokazati® da je i njena inverzna matrica nerazloZiva 3to je
od bitnog zna&aja za dalje ispitivanje ponaSanja modela. Naime, ako
—

1
je matrica I—————Ry4 ; merazloZiva, a ranije je pokazano da
n—1
je ona nenegativna sa pozitivnim elementima po glavnoj dijagonali
1 .
(obzirom da I——— Ry zadovoljava Hawkins-Simon-ove us-
n—1
1 —1
love), sledi da je ¢ I———Rjuq prosta matrica’ NerazloZiva

n—1

kvadraina matrica koja ima na glavnoj dijagonali elemente razlicite
od nule prosta je matrica (ponekad se naziva i primitivnom matricom).

Prema tome, u homogenom diferencnom sistemu’ zasnovanom
na konstantnoj matricl rasta, Ry,

1 —1
Y= (I——Ryup Yy
n—1

8 Paseta Vesna: ap. cit., str, 173.

9 NerazloZiva kwvadratna matrica A je sloZena ako postoji permuta-
ciona matrica P takva da

0 An 0 ... 0

Aw 0 0 ... 0

gde su 0, nula submalrice 1 Ay nenula submatrice od A, sa kvadratnim
nula submatricama po glavnoj dijagonali. Ako se A ne mozZe transformi-
sati w navedeni oblik bilo kojom .simultanom penmutacijom njenih redo-
va i kolona, A se naziva prostom matricom. VaZna osobina je da, ako je
A prosta merazloZiva menegativna kvadratna matrica, tada postoji neki
pozitivni ceo broj k, takav da je A* > 0.

—é
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matrica sistema je nerazloZiva i prosta nenegativna kvadratna matri-
ca, te iterativnom supstitucijom za t = 1,2, ... dobijamo

Prema utvrdenim osobinama matrice sisterna moZemo zakljuéiti
da postoji neki ceo pozitivan broj k, takav da je

I ———— R > 0 i Frobenius-ov koren }, matrice

I———— R4 vedéi od bilo

kog drugog karakteristiénog korena matrice sistema. Naime, poznato
je da je nerazloZiva nenegativma kvadratna matrica prosta ako i sa-
mo ako je njen Frobenius-ov korem vedi od bilo kog drugog karak-
teristi¢nog kerena posmatrane matrice po modulu.

Prema tome, za bilo koje nenegativno Y., odnosno Y, = 0, imamo
da je Y,>0zanekot,i

Y. —»ecAfY! kada - e

1 —1
gde je )\, Frobenius-ov koren matrice {l-————Ryat » Y! karakte-
n—1
ristiéni vektor posmatrane matrice koji odgovara A; i €iji su svi ele-
menti pozitivni, ¢ je pozitivha konstanta koja zavisi od inicijalnih
uslova.

Neka je Y? iti element karakteristiénog vektora uz }, i Y, iti
ekment vektora Y,. Tada sledi da,

Y
—c¢ zasvako i=1I,...,n kada t— o.
MY

To povlafi da svaki element vektora aktivnosti Y, tefi da raste
proporcionaino u odnosu na elemente putanje uravnoteZenog rasta
odredenog sa A4 Y!, bez obzira na inicijalni vektor Y, = 0. Time smo,
zapravo, dokazali da opisani model rasta, na bazi matrice rasta, ima
svojstvo relativne stabilnosti. Prema tome, pokazalo se da, uz nave-
dene pretpostavke vezane za dobro definisanje modela, dinami¢ki
model na bazi matrice rasta ima svojstvo da generi$e. putanju maksi-
malnog proporcionalnog rasta, odnosno da odraiava ravnoteina po-
nasanja ekonomskog sistema.
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3. KRETANJE JUGOSLOVENSKE PRIVREDE U RAZDOBLIU OD
1974. DO 1980. GODINE

Cilj ovog dela je da, koristeéi empirijske podatke o kretanju priv-
rednih delatnosti, odredi preslikavanje koje aproksimira kretanje
privrede u posmatranom periodu na osnovu dinamitkog modela na
bazi matrice rasta i da, preko osobine relativne stabilnosti modela,
utvndi meksimalni proporciomalni rast u posmatranom periodu,

Privredne delatnosti se posmatraju na principu Cistih delatnosti
u stalnim cenama. Razmatra se period od 1974, do 1980. godine, a
prema stalmim cenama iz 1972. godine. Podaci o kretamju privrednih
delatnosti su d4ti u tabeli 1.

Za svaku od posmatranih godina formirana je tabela apsolutnih
promena, prema relaciji AY;, = Y, — Y, i=1,...,11, za posmatra-
ne privredne delatnosti. Ovo je dato u tabeli 2.

Prema definiciji matrice rasta, za svaku od posmatranih godina,
odredena je matrica rasta privrednih delatnosti, prema

I
=75 “.,80.
Ro={aYu} {——} ;27"

it

1

gde su {AY;} i { } odgovarajuéi vektor kolona i vektor vrsta.

it

Elementi po glavnoj dijagonali debijenih matrica rasta predstav-
Haju direktne stope rasta privrednih delatnosti, a ostali elementi
su indirekine stope rasta za svaku posmatranu godinu. Pri tome,
indirektne stope rasta pokazuju relativni rast i-te delammosti u odnosu
na vrednost j-te delatnosti u posmatranom periodu. Skup svih di-
rekinih i indirektnih stopa rasta, izraZen preko matrice rasta, omo-
gucava da se sagleda struktura rasta izmedu delatnosti 1 da se jzraze
njihovi relativni odnosi. Time se izraZava privredni rast preko matri-
ce rasta posmatranih delatnosti.

Dalje, za svaku dobijenu matricu rasta odreduje se matrica indi-

: 1
rektnih stopa rasta, odnosno matrica ¢ I—————R, 4, ¢ 1 njena in-
n-—1

verzna matrica koja odreduje dinamicki sistem na bazi matrice ra-
sta. Te matrice predstavljaju linearne aproksimacije realnih kretanja
privrednih delatnosti po pojedinim godinama. Potrebno je istadi da
pojedine inverzne matrice u nekim godinama ne zadovoljavaju sve
uslove vezane za obezbedenje relativne stabilnosti modela. Naime,
neke od matrica, usled stagnacije ili pada nivoa proizvodnje posma-
tranih delatnosti, imaju negativne komponente te ne zadovoljavaju
uslov nenegativnosti. U tom smisly, karakteristiéni koren sa maksi-
malnim realnim delom ne mora biti realan, ve¢ moZe biti komplek-
san, pa je dinamicki sistem, definisan tim matricama, relativno ne-
stabilan.
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Tabela 3. Matrica M

VESNA PASETA

0.5431
0.0513
0.0031

0.0025

3.6011
0.3539
0.0204
0.0169
1.2030
0.4645
1.1513
0.1800
02345

1.0025

03646

05238
0.0508
0.0029

0.5771
0.0561
0.0031
0.0027

0.0923
0.0092

0.1997
0.0183
0.0011

0.150%
0.0148
0.0008
0.0007
1.0077

54291
0.5013
0.0284
1.0041
1.8200
0.7038
17161
0.2696

1.8886
0.1812
1.0026
0.0086
0.6261
0.2494
0.6057
0.0940
0.1227
0.0138
0.1894

0.1139
10020

1.0062
0.0042

¢

0.0005

0.0004

0.0006

0.005

0.0002
0.0002

0.0024
0.1748
0.0683

0.0009

0.1824
0.0686
0.1715
0.0270
0.0356

0.1925
0.0749
0.1844
1.0045

0.0376

0.0308
0.0120
1.0041
0.0046

0.0060

0.0667
1.0030

0.0379
0.0148
0.0367
0.0057

0.0144
0.0055
0.0137
0.0022

0.0191
0.0476

0:1679
0.0262
1.0055

0.0645
0.0100
0.0130
-0.0014

0.0075

0.0098

[N
[¥a]
1
i

0.0074

0.0028
0.0003
0.0044

0.0010 0.0006 0.0041 0.0037 0.0037
0.0094 1.0088

0.0380
0.5508

0.0008

0.0114

0.0529

0.0584

0.0202

0.0153

\

i koreni matrice M:
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Maksimalni ikarakteristiéni koren je: 1.4047
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Medutim, o ponaSanju ekonomskog sistema pogre$no je suditi
na osnowu privrednih kretanja u pojedinim godinama, veé je potreb-
no izvesti analizu kroz duZi period posmatranja. Drugim reéima, da
bi se dobila stvarna slika o posmatranom ekonomskom sistemu u
periodu od 1974. do 1980. godine, potrebno je odreditj matriou koja
sinteti¢ki izraZava kretanja u posmatranom periodu, kao proizvod
svih dobijenih inverznih matrica, po pojedinim godinama. Ozna¢imo

80 1 —1
T [ ———— Ry,
t=75 n—1I

tu matricu sa M, tako da je M =

Pokazalo se da dobijena matrica M zadovoljava traZene uslove za
konzistentno definisanje dinamickog ekonomskog sistema. Naime, bi-
lo koji nenegativni vektor nivoa privrednih delatnosti pomnoZen sa
matricom M daje ekonomski konzistentne rezultate. To se moie vi-
deti na osnovu njenih elemenata koji su nenegativni. Maitrica M, sa
svojim karakteristi¢nim korenima, data je u tabeli 3. Ona treba da
prikazuje kretanja privrednih delatnosti u posmatranom periodu. Da
bismo to neposredno proverili, matrica M se mnoZi sa vektorom ni-
voa posmatranih delatnosti u 1974. godini. Dobijeni rezultati pred-
stavljaju ocenjene veli¢ine vrednostl proizvodnje po pojedinim delat-
nostima u 1980. godini, prema dinami¢kom modelu na bazi matrice
rvasta. Kada uporedimo dobijene ocene sa stvarnim iznosima mo-
Zemo uivnditi da su odstupanja neznatna, $to se moZe videtl iz ta-
bele 4. Time je neposredno pokazano da matrica M, kao linearno pre-
slikavanje, definisana na bazi matrica rasta, adekvatno reprezentuje
kretanja veli¢ina u sistemu i, prema tome, predstavija realan opis
tih kretanja u posmtranom periodu.

Tabela 4. Ocenjene vrednosti proizvodnje i odstupanja od stvarnih
veliéina za 1980. godinu

(u milionima dinara)

’

Ocenjena vrednost Odstupanje od stvamnil

Delatnosti proizvodnje u veli¢ina u 1980,
1980. godini godini (u %)

. 1. 148.664,69 —0,10

2, 51.185,0L 0,32

3. 3.025,29 1,57

4. 1.112,15 0,37

S. 43.148,66 095

6. 30.886,15 —181

7. 66.540,91 —0,12

8. 10.599,49 0,05

9. 11.882,88 0,58

10. 1.714,33 —2,48

il 12,044 48 1,96
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Iz dobijenth rezultata za karakieristi®ne korene matrice M, vidi
se da u posmatranom periodu privredne delatnosti pokazuju tenden-
ciju uravnoteZenog rasta opisanog matricom M. Naime, u posmatra-
nom periodu od 1974. do 1980.- godine, ukupni maksimalni rast izno-
sio je 4047%, odnosno prosetna godi¥nja stopa maksimalnog pro-
porcionalnog rasta bila je 5,8204.10 .

Potrebno je istadi da je maksimalna proseéna proporcionalna
stopa rasta privrede dobijena preko matrice M, rezultat posmatranja
ne samo jedne agregatne velidine, drutvenog proizvoda, ved posma-
tranjem kretanja njegovih sastavnih elemenaia, odnosno preko  &i-
stih delatnosti, U tom smislu, rezultat je dobijen ne samo kao po-
sledica rasta posmatranih kategorija pojedinaéno, veé i kao rezultat
njihovih medusobnih interakcija. Pored toga, poznavajuéi maksimal-
ni proporcionalni rast, u moguénosti smo da -odredimo ravnoteinu
strukturu drudtvenog proizvoda preko delatnosti, kao karakteristidni
vektor koji odgovara maksimalnom karakteristi®nom korenu.

Primljeno: 7. 12. 1982.
Prilwvaceno: 10. 05. 1984.
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"Mada_se direkimo me mogu vr¥iti poredonja, obzirom da se radi
o mesto razliditim peviodima posmatranja, navedimo da je drudtveni pro-
izvod Jugoslavije, posmatran kao agregatma velidina u periodu 1976—1980,
godme, rastao po prosednoj godiSnjoj stopi od 5,7%. Statisticki godisnjak
ugoslavije 1981, tabela 102—9, SZS, Beograd, 1982,
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DYNAMIC MODEL OF YUGOSLAV ECONOMY
ON THE GROWTH MATRIX BASIS

Vesna PASETA
Summary

Validity of the dynamic model on the growth matrix basis (that
is considered to be a footing for presenting ithe growth of an eco-
nomic system) is proved in the first part of \ihe_ a_rtzcle. The proof
is deduced from 'the quasi dominancy c]?afacita:'zstzc of +he model-
-defining diagonal system matrix. ermel}.’, it is pro_ved that the sy-
stem matrix {I—I/(n—1) R;,}, which is the basis of the model
(here, R, denotes the growth wnalrix 'of indirect growth wales), sa-
tisfies Hawkins-Simon condition. Hence, the solution of the model
Y, = {I—!/(n—1) Riya}™ Yy is nonnegative for any nonnegative Y,.;.
This means that system provides the economically consistent solu-
tions and 'that |ry| is not greater than wnity, under fixed condition.
So, it can be a basis for modelling the economic dynamic phenomeng.

Further, it s shown that dynamic model on the growth malrix
basis generates, under certain assumptions, the maximal propoy.‘iio-
nal growth ‘path, ie., that it represents the equilibrium behaviour
of an economic system. .

In the end, the dynamic model of Yugoslav economy is defined
on the empirical grounds of the gross national product data that have
been obtained from the pure material production activites. Acoording
to that model, the average rate of maximal equilibrium growth of
Yugoslav economy in the period 1974—1980 was 5829% per annum.




