376 ANTE PULJIC

opinion, the: explanalion given by the auzh'{_ir*""triz'llzat article of the
retardation ‘of economic growth in Yugoslavia is not salisfactory
because it is based on incorrectly-derived assessinents of the parameters
of the production function. In my criticism, I would like to point to the
author's methodological errors, and to give new assessments of the
parameters of the production function. In doing so, I do not explain
growth retardation, because I have arleady basically done this in the
article »Utjecaj tehnoloSkog napretka na rast drultvenog proizvoda in-
dutsrije« (The Impact of Technological Progress on the Growth of the
Social Product of Industry), which was published in Economic Ana-
lysis (No. 2, 1980).
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PRIMJENA DUALNE SIMPLEKSNE METODE NA TRANSPORTINI
PROBLEM S DONJIM OGRADAMA NA PONUDE I POTRAZNIE

Miroslay FILIC*

1. UVOD

FORMULACIJA PROBLEMA. KRATKI PRIKAZ POZNATIH
REZULTATA

Predmet razmatranja je transportni problem kod kojeg su ko{i-
gine robe §to se otpremaju iz pojedinih ishodidta, kao i koli¢ine koje
se dopremaju u pojedina odredista, ograni¢ene odozdo:

m hid

Min. ¥ 12 ey M
i=1 j=l
ix,-i é(l;, (i: 1,. ..,171) (2)
j=1
Yiapab,  (j=1...,n) 3)
i=1
x50, (i=L...mj=1...,n). )

Ovaj problem moZe biti matematidkim modelom odredenih p{roble:
ma primjene, kao §to je transportni problem s ograni¢enom rnog-ucr.lOSm
stokiranja robe, kako je mavedeno u /6/. I pproblem optimalne aL%Lgnle-
cije, kad je cilj zaposliti najmanje a; radnika i-te kategorije uz jzvrsenje
najmanje b; poslova jte vrste i minimalne sveukupne troSkove, Imna
kao svoju matemati¢ku formulaciju (1)—(4). U tome je jedatn razlog
interesu za ovaj problem. Drigi razlog zanimanja za ovaj tip problema
je u tome, §to njegovom rjefavanju treba priéi sasvim drugacije nego
rje$avanju klasidnog transportnog problema, zbog odredenih osobitostl
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kojima on vlada. U ovom radu daje se Jf:dmm;,uoyun pristupom prllogn

metodama rjeSavanja tog problema.

Radi objadnjenja potreban nam je kratki prikaz do sada poznatih
rezultata istraZivanja o promatranom problemu. Podetkom, koji je po-
takao istraZivanja, moiemo smatrati zadatak 26. na sir. 327. u /4/. U
njemu se tvrdi da ¢e uz ¢y > 0 optimalno rjefenje ispunjavati uviete
(2) kao jednakosti, $to ujedno znadl da ée sveukupna prevezena koli-

¢ina robe biti XTa; ako je A = ﬁaj > )n_"lb = B, odnosno uvjete (3) kao
i=1 j=1

jednakosti, ako je A £ B. Polazedi od toga, problem (1) — (4) mogao
bi se rnijediti uvodenjem fikiivnog ishodi$ta, odnosno fiktivnog od-
redi§ta i modifikacijom MODI metode, kako je u /4/ predloZzeno i po-
kazano od str, 313. na dalje.

Ovakva moguénost rjeSavanja problema (1) — (4) otpada jednostav-
no zato, §to oitirana tvrdn_]a zadatka 26. ne stop To je dokazano u /1/
i /2/ kontra prlm_]e.uma Specqalno je prlm]erorn pokazano da se u
slu€aju A > B moZe izgraditi rjeSenje s manjim trogkovima nego me-
todom pledlozenom u /4/, a sveukupno prevezenom koli¢inom robe ve-
¢om od A. Time je u /2/ ukazano na »paradoksalno« S\'OJstvo problema
(1) — (), da je mogude uz manje tro$kove prevesm viSe robe.

U /3/ je formuliran novi problem s ogranidenjem odozgo na sve-
ukupnu koli¢inu robe $to moZe biti transportirana,

I Xx; €N (5)

ixl .
i pokazano je, da je problem (1)— (4) posebni slu¢aj problema (1) —
—(5), ako se uzme

N =m- [max(a, %; b})]. (6)
l' .

Za problem (1)—(5) pokazano je da je ekvivalentan kanonskom

problemu minimalizacije funkcije (1) uz uvjete (7) — (10):

n+l1
Lxy=al, (i=1,...,mm-1) )
i=1

gde je af =a;+ N, (i=1,...,m), NN=N—A4A, Ny=N—B,
@pyr = B—A + nN,

m+!
Lxg=b/, (j=1....m,n+1) ®)
-y

gdje je b/ =b; -+ Ny, (j=1,...,n), by = mN,

0£ 5, €Ny (i=1...,m+1) o C)
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0£ % €N, (G =1,...,n+1). . L)

To upuéuje na nain kako treba wjeSavati problem (1)— (4). U /6/
je metoda rjeSavanja tog problema ilustrirana primjerom, makon Sto
su sustavno mavedeni osnovni rezultati iz /1/, /2/ i /3/, i problem je
rasvijetljen.

2. DUALNA TRANSPORTNA METODA ZA RIESAVANJE
PROBLEMA (1) — )

Zovimo razmatrani problem (1) — (4) Problemom I. Ovdje demo
pristupifi rjeSavanju tog problema koridtenjem dualne simpleksne me-
tode, DSM. DSM prilagodenu transportnom problemu I ima opravda-
nja zvati dualnom transportnom metodom, DTM. Vidjet éemo da DTM
ukazuje na 'pr.lrodnu preformulaciju ploblenn I pomodu uvodenja fik-
tivnog ishodista 4 fiktivnog odredista, na novu ]ednostavnu ogradu
broja N, sveukupne koli¢ine robe $to'se moZe transportirati, i da daje
brzo rjeSenje problema.

Prije svega, utvrdimo da problem I uvijek ima (bazi¢nih) mogudéih
rjeSenja, bez obzira na odnos sveukupne ponude A i sveukupne po-
traznje B. Jednostavno moZemo izgraditi jedno takvo rjeSenje, kao,
npr.,

xy=a+b, X5 = b,', (i=2,...,n), xy=a, (i=2,...,m),
x; = 0 za ostale i, .

Problem I moZemo tretirati kao standardni problem minimuma L~
neannog ‘programiranja. Uz pretpostavku da su svic ¢; = 0 moZemo ta-
kav problem lako rije$iti dualnom simpleksnom metodom. Odmah ra-
zabiremo neodrZivost tvrdnje u zad. 26., str. 327. u /4/, jer je ona ek-
vivalentna tvrdnji da m standardnom problemu minimuma moZemo
unaprijed znati koje ce uvjete optimalno rjeSenje zadovoljavati kao
Jednakosm odnosno, koje de dopunske varijable u optllmalnom rjese-
nju imati vrijednost nula, a 10 ne moZemo znati.

Za primjenu DSM treba standardni problem minimuma preformu-
Mirati u standardni problem maksimuma 1 zatim pomodu negativno
restringiranih dopunskih vanijabli, X';541, X'ne; ovaj preformulirati u
kanonski problem. Pocdetno wjedenje tog kanonskog problema,

Kt = —@, (=100, m), Xpyy;=—b; (j=1, o n),
x; = 0 za ostale i, j,

zadovoljava kritenij optimalnosti, ali nije dopustivo. Kako se iteraci-
jama DSM dolazi do dopustivog rjefenja, $to znadi i do optimalnog
dopustivog rjeSenja, to kao poznato ne treba opisivati. Gledat éemo
samo prilagodenje DSM za problem I, u kojem koristimo svojstva koja
problem I ima, prvenstveno kao transportni problem. Kao prvo ko-
ristit demo tablice tro$kova i tokova kao u transportnoj metodi umje-
sto simpleksne tablice.
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Kako m tablicama me bismo radili s—c;ps 07 "x; <0, mogli bismo
ostati kod probleria minimuma i njega preformulirati na kanonski pro-
blem dodavanjem aepozitivno restringiranih dopunskih vamijabM, x;,.,
Xyt Tako dobivamo problem:

Minimalizirati funkciju (1) nz nvjete

ntl

Lxga, (i=L...,mm+]) (11)
i=t .

m+l .

Lag=Db, (i=1...,mn+1) (12)
i=1

Xij >0, (i=1...,m; j=1,...,n), Krgl,ngl =0, (13)
X L0, (i=1,...,m), %,,; 20, (j=1,...,n) (14)

Nazovimo taj problem Problemom II. U (11), odnosno (12) je
2,41 = B, by, = A. Vidimo da je uvodenje dopunskih vanijabli X'pn.i
iX'n4,; ekvivalentno uvodenju fiktivnog odrediSta s potraZnjom
$iXins5 = %1 (—a) = —A, odnosno fiktivnog jshodidta s ponudom
3 X1y = X (—b;) = —B, pa stoga u problemu II imamo uvedeno fik-
tivno ishodiite s ponudom ap,; i fiktivno odrediste s potraZnjom by

Problem II je ekvivalentan problemu I §to je jednostavno dokaza-
1i, pa dokaz ispudtamo. Umjesto problema I sad rje$avamo problem
1I. Kao poletno bazidno wjelenje tog problema uzimamo:

x5=0, i=L..,m; j=1...,0), Xpyppsj = 0,

(15)

K =8y (=1,...,1M), Xuyp;= by, (i=1,...,n).

To rjefenje zadovoljava uvjete optimalnosti, $to je lako provjeriti,
ali nije dopustivo, jer ne zadovoljava restrikcije (14). Ono je degene-
rirano, jer je varijabla q = Xp41040 = 0. Do dopustivog bazitnog rjeSe-
nja, dakle i optimalnog, dolazimo algoritmom DTM, koji provodimo u
ovim koracima: ' .
Poletni korak. Izgradimo pofetno baziéno rjefenje (15).

Tom rjesenju pripadna tablica je tablica (T).

1 e . n nti Ponude

c c d'
1 11 v 1n aq

[of Cc 0

m m1 ... mn @ am
0 0 0

©| °

Potraziv. by - -- bn A A+B
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ST 2 Rt a0
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Korak 1. (Testiranje dopustivosti) S
Provjeravamo dima li fegativnih strukturnih varijabli, X; <0 za
i=1,...,m; j=1,...,n, ili pozitivnih dopunskih varijabli. Ako nema,
rjeSenje je dopustivo 4 algoritam je zavrSen. Ako ima, prelazimo na 2.
korak.
Korak 2. (Izbor bazi¢ne varijable, x,, koja ¢e u marednom rjeSenju biti
nebaziéna.)

— +
Oznac¢imo s Xp skup negativnih strukturnih, a s Yy skup pozitivnih do-
— +
punskih vanijabli, osim q. Nadimo min X, max Yp 1 x,=
— +
= max (| min Xy |, max Yg).

Korak 3. /Izbor nebazi¢ne varijable, X, koja ¢e u narednom rjesenju
biti baziéna, (zajedno s korakom 4.)//

(a) Ako je r = m - 1, nademo min ¢ = Cy,.
i#r
Kad je x, nebazi¢na vanijabla, ona de postati bazi¢nom, pa ozna-
¢imo s =p i prelazimo na korak 5, a inae na korak 4. (a).
(b) Ako je s=mn + I, nademo min ¢y = ¢,
j=s
Kad je x,, nebaziéna varijabla, ona postaje bazi¢nom, pa oznalimo
r=k i prelazimo na korak 5., a kad je x,, bazi¢na prelazimo na
korak 4. (b).
(c) Ako je r<m i s<£mn, (strukturna varijabla pdstaje nebaziénom),
prelazimo na korak 4. (c).

Korak 4. (a) Nademo min cy = ¢y, (drugi najmanji trofak m k-tom
j#s
retku, jer ¢ = 0).

(b) Nademo -muifn Cip = Cyp, (drugi najmanji troSak u p-tom stupcu).
i=r

(c) Odaberemo nebazi¢no polje (k, p) tako da: 1. jednostavna zatvore-
na staza koja ga povezuje s baziénim poljima obuhvaéa polje (x, s),
2. korekcija tokova duZ te staze, koja se vr§i zbog povedanja toka
na polju (r, s), poveéava tok na polju (k, p), tj. vrijednosti varijab-
i x5, Xy, istovremeno rastu. Varijabla xy, je odredena. U sludajevi-
ma (a), (b) prelazimo na korak 5., a u slu¢aju (¢) na korak 6.

Korak 5. Polje (k, p) poveiemo s bazi¢nim poljima jednostavnom wus-
mjerenom zatvorenom stazom.

Korak 6. (1) /Izgradnja movog riefenja/

DuzZ izgradene jednostavne zatvorene staze za polje (k, p) izvr$imo

korekeciju tokova, kao u metodi skakanja s kamena ma kamen, tako da
A A

nove vrijednosti varijabli xy,, X, budu: X, =%, X, =0.
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" . . « T
(2) /IzraCunavanje movih troskova/ e T e
)

A
Transformiramo matricu trodkova tako da bude ¢, = 0 i troSkovi

N A
na svim baziénim poljima jednaki nuli. Specijalno u sludaju (a) c;, =
= Cip— Cxpr (‘i =1,...,m- 1)

X .
u sluéaju (b) ¢ =cy—cyy, G=1,...,0+ 1). (in

Ako se fransformacijom (16) za bazi¢no polje (i, p) dobije cy, <0, on-
da se svim tro8kovima i-tog retka doda cy;, pa ako se sad u mekom ba-
ziénom polju (i, j;) dobije c;; > 0, onda se svim tro$kovima stupca j,
doda cy, itd.

Korak 7. Vradamo se na korak 1. i ponavljamo korake 2, 3, 4, 5, 6,
1 do postizanja dopustivog rjeSenja. :

3. PRIMJER

Prema opisu algoritma po koracima moZe nam se uciniti da je on
dosta slofen, ali u stvani nije tako. NajceSée se varijabla koja postaje
baziénom odreduje veé u tredem koraku, pa cetvrti korak otpada.
Obiéno u jednostavnu zatvorenu stazu ulaze samo tri bazi¢na polja, i
korekcija tokova u koraku 6. (1) je jednostavna, a movi troSkovi racu-
naju se samo po (16), ili samo po (17).

Metodu ilustriramo primjerom u kojem rjeSavamo problem isti
kao u /2/ i /6/, zadan ovom tablicom tro$kova, ponuda i potrainji:
&

1 1 215

6 5 1] 6

by 2 7 1 A=11>B=10.

Pocetni korak. Tablicu prosirimo dopunskim retkom s »fiktivnome«
ponudom B = 10 i stupcem s »fiktivhom« potraZnjom A =11, i upiSe-
mo pofetno rjeSenje, pozitivne tokove zaokruZimo (Tablica T-0). Opi-
$imo korake prve iteracije.

1. Dopunske varijable imaju pozitivne vrijednosti, rjefenje nije
dopustivo.

— + +
2. Xg=9,Y3=1{2,7,1,5 6} Max. Y =7 =Xa.
Xy postaje nebazi¢nom.
3, (a) Mim (cy, C») = ¢ = 1-xy, postaje bazidnom.
4. Otpada.
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5. Stazu éine polja: (1, 2), (1, 4), (3, 4), (3, 2). /Ucrtana u T-0./
A A A A Lo .
6. D) xp=7,xy=5—T=—2,x3=q=7, Xp=7—T=0: "~
A
. (2) Od svakog troSka u drugom stupcu odbijamo ¢, =1, ¢; =0,
A A .

Cy = 4, Cp = —',1.

Novo rjeSenje je u tablici T-1. Ponavljamo korake. Daljnji postu-
pak vidimo iz tablica T-2 1 T-3.

T-0 .
1 1 2 0
. 3] 5
5 5 1 0
ok
* 0|° oo
Znakom — oz-
— 7 1 10 .
@ nalen je wredak,
Bj 2 7 1 11 1 odnosno stupac
| s mepozitivno ire-
-1 1 0 2 o] stringiranim va-
@ : @ rijablama.

Strelicom je oz-
nadena varijab-

O ;
0 la, koja de na-
‘é pustii bazu, a

0O -1 0
- |’e O
pravokutnikom
T-2 1 [/ 0 2 polje, koje <ce
7 @

postati bazi€no.

o
o
L
o
&
o
5

Y

U tablici T-3 je dopustivo rjeSenje, jer su sve strukiurne varijab-
le nenegativne, a sve dopunske nepozitivne, osim q.

Vrijednosti baziénih varijabli optimalnog rjeenja su:
X0 =2, X°p=17, x°%; =6, (strukturne)

X0y = —4, X%, = —35, 2%, = g = 15, (dopunske),
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LT3 e’
0 0 2 0
@ @ @ U tablicama T-1
do T-3 je stupac
4 3 0 6 -1 a; i redak by is-
pusten kao mne-
i - 0 @ 0 @ potreban.

$to za polazni problem znadi, da ée se iz prvog ishodi$ta po optimal-
nom planu prevesti 4 jedinice robe viSe od donje ograde, a u trede
odredi$te dopremiti 5 jedinica vife od donje ograde. Minimalni trans-
portni tro$kovi su z0 = 15.

4. OSNOVE I EFIKASNOST DUALNE TRANSPORTNE METODE

Osnova prikazanog algoritma, iz koje izlazi mjegova korekimost,
leZi u Cinjenici da su opisani koraci algoritma (u kojima se testira do-
pustivost bazi¢nog rjeSenja, vr§i izbor varijable koja ¢e postati me-
bazi¢nom i varijable koja de postati baziénom, te izgraduje novo ba-
zi¢no riefenje 1 tramsformiraju tro$kovi) jednostavno koraci dualne
simpleksne metode, ali prilagodeni transpontnom problemu. Ovo pri-
lagodavanje koristi posebni oblik mairice transportnog problema i
poznati stavak da se mebazi¢ni stupac te matrice prikazuje kao line.
arni spoj bazidnih stupaca s koeficijentima 0, 1, —I1.

Dokaz ove Cinjenice je jednostavan, ali iziskuje viSe prostora pa
ga dsputamo. Od interesa je, medutim, mavesti neke rezultate do kojih
se dolazi preko veze s dualnim problemom:

-({i) TroSkovi pripadni dopunskim varijablama dzradunatim wu koraku
6. (2) DTM jednaki wsu megativoim potencijalima dzradunatim u
MODI metodi,

A A
c:', myl = —ly cm+1, i= '_vi'

A
(i) Troskovi cy izradunani u koraku 6. (2) jednaki su ocjenama opti-
malnosti refenja, (relativnim troSkvima)

A
Cij = C— 2y = ¢ — (u; + vj) za sved, j.

(iif) Uvjeti optimalnosti problema II su:
A .
¢; =0 za sve strukturne vardjable, i=1,...,m; j=1,...,n,

A A
Crmys, j <0 28 SV §, ¢; 44y £ 0 za sve i, (dopunske varijable).
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DTM i tee tako, da su ovi uvjeli optimalnosti stalno zadovolje-
ni. Iz same fdrmulacije’ploblema II.i algoritma dzlazi:

({iv) Varijabla x,,;, s = ¢ stalno je baziéna.
Vrijednost van_]able q jednaka je ukupnoj kolidini robe, kOJa se
u tekuéem planu transportira, (sveukupnom toku), i me moZe biti
veda od sume sveukupne ponude i sveukupne potraZnje,

g£A+B=N. . (18)

Prema (18) je N =21 u nasem primjeru, a prema (6) je N = 20.
Razlika dolazi odatle, $to je (18) izvedeno uz pretposiavku da neka
ponuda ili potraZnja, zapravo donja granica ponude ili potraZnje, mo-
gu biti jednaki 0, $to se kod problema I ‘moZe dopustiti, za razliku
od drugih tipova transporinih problema. Bez te pretpostavke dobiva-
mo niZu granicu za N.

DTM je pogodna za rjefavanje problema I, (1)—(4), jer ne zahtije-
vi nikakvu preformulaciju problema ma neki novi, kao 3to se u /3/
predlaZe putem mnavedenih dzraza (7)—(10), osim jednostavnog doda-
vanja fiktivnog ishodista i fiktivnog odredi$ta. Koraci jedne iteracije
lako se provode. Trud uloZen za upisivanje jedne pozitivne vmijednosti
bazi¢ne varijable m tablicu moZe se usporediti s onim kod Vogelove
metode, mo za sad nemamo pomocu elektronidkog rafunala rijeSen
vedi broj primjera, kojima bismo mogli ocijeniti (relativnu) efikasnost
metode.

5. ZAXLJUCAK. PUT DALINJEG ISTRAZIVANTA

Opisana dualna transporina metoda predstavija prirodan pristup
rjeSavanju transportnog problema s donjim ogradama ma ponude i
potrainje, za pmmjenu je jednostavna i daje logiénu gornju ogradu

'(18) na sveukupnu koli¢inu robe koju je mogude transportirati. Uz

njenu primjenu je jasno da nije rije¢ o paradoksu »viSe robe uz ma-
nje trofkove«, mego je rijeC o tome da se fiksiranjem mekih uvjeta da
budu jednadibe zapravo yjeSava drugi transporini problem, a me
problem I.

Metoda je primjenljiva i na druge tipove transportnog proble-
ma, s uvjetima u obliku nejednadibi bilo kojeg znaka, dli jednadibi.
U toku je razrada algoritama za takve probleme. Za ispitivanje efikas-
nosti trebat ée izraditi odgovarajude programe i pomodu elektronic-
kog ratunala rijeSiti niz sluéajno odabranih primjera, te dzvrsiti uspo-
redivanje s drugim poznatim metodama u pogledu efikasnosti.

Primljeno: 21. 6. 1982.
Prilwvadeno: 22. 9. 1982.
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AN APPLICATION OF A DUAL SIMPLEX METHOD TO THE
TRANSPORTATION PROBLEM WITH LOWER LIMITS CONCERNING
SUPPLY AND DEMAND

Miroslav FILIC
Summary

:T/zis paper gives a brief review of the known approaches fo the
solving special transportation model (1)—(4) and points at possibility
of solving it by application of dual simplex method. The adopted al-
gorithm of "dual transportation method” is described and some results,
outcoming from the proof of correciness, are given. Finally, the fit-
ness of the method and ways of further possible research are discussed.
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WORKER-OWNED COMPANIES IN SWEDEN

Lars G. LINDKVIST & Claes SVENSSON* o

i INTRODUCTION

The worker-owned companies in Sweden have mef with a certain
amount of interest, and at the same time the lack of knowledge about
these companies has been indicated as a problem!. In Government
Proposition 1978/79:123, the following was pointed out:

"At present there is a lack of sufficient knowledge about the spe-
cial problems that arise when worker-owned companies are born.
I suggest that means be assigned for a irial period within the
Regional Development Funds. The Funds should have an op-
portunity of imaking it easier to oreate worker-owned companies
by widening the company-service efforls. At the same time they
will have a basis for estimating the strong elements and the
weakpoints in such companies and the problems that arise when
the company is formed.”

(Proposition 1978/79:123, p. 8)

Our research in worker-owned companies has been supported in
part by the Nordic Ministry Board. This research began dn 1978 and
the final report, "Ownership Distribution and Internal Capital Supply
in Small Business”, was published in 1980 (only in Swedish).

2 PURPOSE

The purpose is to illustrate and analyze some ten case sludies of
small-scale worker-owned companies and point out the basic problems
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! Research into worker-owned companies has been conducted in
Sweden by Umed University (Ake Gabrielsson), LinkSping University (Bengrt
Sandkull), Luled University College (Lars-Erik Karlsson), Orebro University
College (Sune Jansson). .



