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EKSISTENCA MOZNE IN OPTIMALNE RESITVE
ZVEZNO-VARIABILNEGA DINAMICNEGA LINEARNEGA
PROGRAMA V POSPLOSENI OBLIKI
Viljem RUPNIK*

1. UVOD

8e v navadnem linearnem programu konstantne vektorje b, ¢ in «
nadomestimo z ustreznimi funkcijami b (f), c(t) in x(t), definiranimi
na zaprtem intervalu [0,T], T < + oo, kjer naj imajo naslednje lastnosti

b(t) R, b(t)=0

c(t) € R,

z(t)e X
kjer sta Ry in R. razreda enoliénih omejenih zveznih ter vsaj enkrat

odvedljivih realnih funkecij, in kjer od razreda Ry zahtevamo Se, da
vsebuje le ne- negativne furnkcije, potem je re§ljiv naslednji problem

opt [c(t), ® ()]

Azx(t)=0b(t) ey
x(t)Z0

0<t<T

Pri tem matrika A zadoita zahtevi A =(ay) ™. Zgornji problem ima re-
Sitev v razredu X enoliénih omejenih in vsaj odsekoma zveznih realnih
funkeij, definiranih na [0, T] pri pogojih, ki so opisani pod /i/. Ta
problem imenujemo c¢/b — zvezni dinamiéni linearni program. Eksis-
tenéni izreki v /1/ nam zagotavljajo tudi reSitev obeh specialnih prob-
lemov, pri katerih postavimo bodisi b = (s bodisi ¢ = cpg. Zgornji

* Ekonomski fakuliet, Ljubljana.
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problem raz§irimo tfako, da nadomestimo koz@taxﬁ;n_q matriko A z mat-

riko A (), katere elementi so enoline, omejene zvezne funkecije ter vsaj
enkrat zvezno odvedljive; naj spadajo v razred R,. Odtod je problem

Az (t)=Db(t) @)
x(t) =0

v sredid®u naSe pozornosti. Zaradi privzema prostorov Ry in R, veljajo
vsi izreki v /1/. Naj bo t, = [0,T] in predpostavimo, da eksistira za
problem

opt [c(to), & (to)]
A (to) x (t) = b (to) 2"
x(t) 20
k-ia baziéna moZna reSitev
x M(t,) = [$9(t,)]~ b(t,)
ki se izraZa z inverzumom k bazi
$8(t,) =Py, (lo)s + .. Py (L)) (3)

Problem (2) tedaj pomeni posploditev zveznega c/b — dinami®nega ii-
nearnega programa za primer variabilne matrike A = A(t). V nadalj-
njem imenujemo problem (2) in vsako od %e v /1/ obravnavano poeno-
stavitev kar zvezno-variabilni dinamicni linearni program.

2. EKSISTENCA RESITVE IN OPTIMALNE RESITVE

Po analogiji z dosedanjimi postopki, ki veljajo za zvezno-variabilni
dinamiéni linearni program s konstantno mairiko A, Zelimo dobljeno
bazo uporabiti tudi v neki desni okolici totke t,, kar pomeni, da mo-
ramo zagotoviti konstantnost njene strukture in njeno dopustnost. Defi-
nicija dopustnosti je ista, kot v /1/, definicije konstantnosti pa ne mo-
remo veC uporabiti.

A
DEFINICIJA: Baza $® je strukturno komstanina na obmo&ju [t, 1], ¢e
sestoji iz istih baznih vektorjev na tem obmocju.

A
Kako je doloden t> t,? Struktura baze $® se lahko spremeni bo-
disi zaradi spremembe vstopnega vektorja Ps,‘ bodisi zaradi spre-
membe izstopnega vektorja P, .

A
Stabilnost indeksa sy je zagotovljena na intervalu [t isx] , kjer
je

P o
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Goy FI(t) < (1) #s S
T tk=llgp) o (k=T) =+ 1 “)
C‘)'k (t)) Cj (t) <0 = g g es g
A
in je ¥, najmanj3i lihi koren, ki pripada sistemu
bd
(k=) _ (k=)

o (=c (1), jEs i=mebl.n )
k .

z ]astnostjoT:s > t,. Ker je
x

Myt
(k=1) (k-1) :
g (0= Lo (M (1) ®)
i —1,f .—]
lahko pogoj (4) zapi§emo
Mt
{o} {k—=1) (o) (o) ] {o)
& (— > a s (e (t) <c(t)— > a (e (t) (6"
k Ly k-t k k=1 AV ket
it

Odtod vidimo, da stabilnost indeksa sy zavisi tako od elementov matri-
ke A(t) kot tudi od elementov vekiorja c(t) = c® (t),

Stabilnost indeksa ry je zagotovijena na intervalu (tm'i\tr), kjer je
k

A —
b‘;c )< bik(t) i ETh
Bjk‘(t)) b‘Tk-(t) =0 ik = 1;;, oo Mg (7)

A
in je i, najmanjsi koren, ki pripada sistemu
&

by () =0y (£) ivtr, ip=1p...ms ®
13 k

.

z Jastnostjo_t, > t,. Ker je
x

(k—1)

by (t)

13.544,34
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i3 w1
lahko pogo] (7) zapisemo
(k=1 (k—1)
b, (B} by (t)
k k=i ’
< ©)
(k—1} (-1}
@ (t)
a;—f *p-t ® lk—-l -1

TAECR SR D PR Y

Odtod vidimo, da stabilnost indeksa Tx zavisi od elementov matrike
A(t) in od elementov vektorja b{f).

A
. : t.)yn
Strukturna konstantnost baze P® je zagotovljena na [For sk)

N It ;:r y= I .:c) ki ga imenujmo obmoéje strukturne konstentnosti
24 i y
X

dane baze. To obmodje ni prazno, ¢e je neprazno vsaj eno od obmocCi]
A A
[tor ts ) in Tk trk)-
k = - » » _
Oglejmo si najprej pogoje za nepraznost.obmo_cu sta(‘lja)ﬂllost,; g}deé{a
sa s Naj pri kakem ] (6") preide v enatbe in na]tbli) ci: un%{ liji ! ciast-.
) i levi in desni strani prav taxo U )
:‘:cj:sgt)l JEZII{{ it: v;?hé: E;e le k = 1. Za zatetno mo3no bazifno reditev te-
{4 - ] N ‘ .
j velj alogija k, Izreku (12) v /1/ in sicer: ) )
@] ?%%E:E?(nl: g.%]a @ (t) &R, in a; (&) €Ra je vsako moino efektivno

&j : i &j {lnosti indeksa vstopnega vek-
vstopno obmotje [to, tsi] {ali obmocje stabilnosti in

torja) neprazna mnodica za prvo iteracijo. -
( a +
8 i izraz i 4y, ki je ulomlje-
Za k> 1 pa je treba upo$tevati izrazavo za alk—l.j( ), j

i3 a(:;(t) za p < k. Odtod vidimo, da Tzrek

i nkeija funkc
?ao;?iginairgjaf\:lo za] k>1, e dodatno zahtevamo regularnost vseh

. 4 i pri-
a.(k_n(t) Naj bo ta pogo] izpoljen; potem je leva stran epatbe, ki pr
; .

ada 6 fl.lnkcl]a npr. Qs t) kl Spada v I!’Ci n enako desna St[an., npr-'
p ( ) t] r fP ( )

qJJ tl tudl Spada ¥ Il‘u' s tem smoO doseEh' pogoje za dOkaz an'a]'Og:lJe k
Izl'(e)ku 2 v (1) za prlmer pOl;ubne iteracije 1m ga tedal 1ahk0 zaplsemo

takole: D o eR
[ZREK 1 Za ¢ ( €Re in striktno positivee ac . S Hy
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p=1,...k—1, je vsako moino efektivno vstopno cbmoédje (ali obmodje
stabilnosti indeksa sy vstopnega vektorja) neprazna mnofica.

(p—1)
Zahteva po striktni pozitivnosti vseh funkeij a4 (1), p=1,...

r-1 p
k —1, kot se da uvideti, zagotavlja konénost vseh kvocientov na levi v
(9, to je kon®nost vseh minimalnih medifieiranih funkeij b:, ),

p=1,...k, Pri izhranem p pa ni treba, da 50 vse druge funkcije
(=1
a; s (t) strikino pozitivne,

=l p-1

Pois¢imo Ze pogoje za nepraznost obmotij stabilnosti indeksa ryp. Naj
pri kakSem iy (9°) preide v enakost. Za b () € Ry in 2@ () € R, je
b@ (t) € Ry, e je le a;® () > 0 za vsaj en i in brez nitle v kaki desni
okolici totke t=1t,. Tako dobimo analogijo k Izreku 1:

IZREK 2: Za b9 (t) € Ry in a3 (1} € R, z lastnostjo, da a;@ (f) ni-
ma ni¢le in je pozitivna na [o,T], je vsako moZno obmoéje stabilnosti
indeksa ry za k = 1 neprazna mnoZica.

tk—1)
Pri k > 1 je treba kot prej upodtevati, da so b; (1) (tudi za iy = ry)
k

ulomljene racionalne funkcije, za katere moramo zahtevati regularnost, ¢e
naj ostanejo v Rp. Tako dobimo za k > 1 razdirjeni izrek:

1) tk—1)
IZREK 2°: Za b; ({)€Ry in a;, (t) =R, z lastnostjo, da je na
k k k

&—1)
[07 T] ar .5
k-1

(t} striktno pezitivna, je vsako moZno obmoéje [*t,,,’c_r )
k—1 )

stabilnosti indeksa ry, k > 1, neprazna mnozica.

A
Z Izrekom 2’ in 1’ smo zagotovili nepraznost cbmoéja [, t) struk-
turne konstantnosti baze P®,

A
DEFINICIJA : Baziéna resitev x® (1), t & [to, t), je strukfurno stacio-
narna, ée ji pripada strukturno konstantna baza ©®,

Na ta nadin smo zagotovill strukturno stacionarnost baziéne resitve
pri k-ti iteraciji. Bazifna reSitev je moZna, ¢e je pripadajoa baza do-
pustna, tj. ¢e zagotavlja

xR (t) = [PR ()] b(t) = 0 t € [i, t)

oziroma (10)

BH(HZ0  tS [t,1)
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“ ' 1) (=) S 2. ..

Pogoj (10) je izpolnjen, &e je ar 5 (t) > 0 in brez niéle na obmocju
1k

: -~ (k—1) .
dopustnosti [t,, t] pri tem pa a ¢ () SR Tako imamo k Izreku
kel k—1

9 v /1/ torej naslednjo analogijo:

1) (k—1) .
() €ERp in a, s () =R, z lastnostjo, da je na
k1 k—1

(k—
IZREK 3: Za by
k

k~-1) e .
fo, T] a(r s () €R, strikino pozitivna, je vsako obmoéje dopustnosti
. k—1 k=1
za k-to moZno reSitev neprazna mnoZica.

V nadaljnjem nimamo ved mnogo truda, saj definicija s’catit’:x‘xe in di-
namiéne transformacije ostane taksna kot v /1/; istov velja tudi za sta-
iéno in dinamitno bazo. Odtod pa sledi, da na temelju lzrekov 1, 2’ in
3 veljajo Izreki 3, 4 in 14 jz (1) tudl za primer A =A() €Ra.

Privzemimo sedaj delitev celotnega intervala [o, T] v smis_lu (24) iz
/1/ za k—1. Pogoj dopustnosti baze je izpolnjen v Izreku 26 iz /1/ na
vsakem od teh podintervalov, pogoj sirukfurne konstantnosti _paze pa
po Izrekih 1’ in 2. Tej delitvi pripada mnozica Sy N Dy in Vi ﬂ;]k iz /1/.
Pogoji strukturne s’cacionarﬁosﬁ so izpolnjeni na Sx N Vi N Vy, ki je uni-

" A A . e R
ja podintervalov tipa [to, t) M [t &1 ti pogoji so (8) in (9') in naj bodo
o4 d
pri (i — 1)-vi delitvi izpolnjeni na A% N AE=D = § CTy # (S N Dy) N
Tk—1 Tk-1 Tk—1
n (ifl N V). Strukturno konstantnost baze oznagimo takole

Dlk=1)) = DO~ (t; t’{‘—’ \ ), re sf:—t) (11)
Tt — et

in s tem nadomestimo pogoja (27)-2 oz. (51)-2 iz /1/.

Naj bo izpolnjen e pogoj (10) na 8%~V ; &e naj eksistira izboljana
’ Tk—1
bazi®na reSitev x®(t) na tem podintervalu, moramo zahtevati, da je ta
.reditev dopustna in strukturno stacionarna, torej

b (¢ s sk{k); t) = 0, te S(kdl)
( {x)} J Tt
Olx) (t) = @H t; 0 ) Cte s (12
{1} {74} {rs) T*

B{k_” = U &~
Tk—1 Tr Tk

LINEARNO PROGRAMIRANJE 533

odkoder vidimo, da je moZno podobno, kot za Izreka 5 oz 15 iz /1/,
dokazati naslednji
IZREK 4: Ce na 8% eksistira strukturno stacionarna baziéna mozna

Trmt
refitev x%—9(1) problema (2) tako, da so
1) zab®&D{ ¢ s®=1-t ) 20 izpolnjeni pogoji Izrekov 25, in 26
Tk—l}a k-1
iz /1/
2) a“‘—‘)(t) < 0 za vsaj en nebaziéni j
potem na 5%V eksistira reiteve x®(f) kot odsekoma strukiurno stacio-

Thet
narna bazina mozna refitev, ki prav tako spada v Ry,

Posledica tega izreka je eksistenca konénega zaporeda baz

R (1) = DIR) t; t e & < §i-n
{i} {71} {tps} j Tk Tka
z lastnostjo, da se resitev x®(t) izraZa v obliki
. e® @]
<) = [ (e} ] b (t) (13)
te g T =1,... P (Tt ... Thet)
Tk

Prav tako se ohranjajo vse analogije izrekov, ki vsebujejo zgradbo mno-
Zice baziénih moZnih reSitev za triviaini in neirivialni primer. Izrek -27
v /1/ omogoda tudi analogno obravnavanje eksistence optimalne resitve.

Vendar pa pri tem nastopi moZnost, da zaradi splo$nega znadaja
funkeij ay(t) lahko pride do neizpolnitve pogoja nenegativnosti bazi¢ne
reSitve (bodisi optimalne ali ne). To pomeni, da je pogoj*

(k=1) (k=1)

a  (ig Skt 5 8) >0 (14)
izpolnjen za dolofeni i samo na kakem zaletnem delu podintervala
(k—1} (k1)
8x—1 .Ce so vse funkcije a®?P (i, sx.; ;t) negativne na tern obmodjy,
nastopi primer trivialne reSitve, ki smo ga Ze obravnavali. Ce so ne-
katere funkcije striktno pozitivne, druge pa strikino negativhe na tem
obmogju, nastopi primer, ki smo ga obravnavali z jzreki o eksistenci ne~
trivialne reSitve za primer A = const. Ce je pogoj (14) izpolnjen n. pr.
za indeks ix =ry, je bila v primeru ay(t) = consty reSitev x®(t) zago-
tovljena kot moZna na vsem §® | vsaj kot odsekoma stacionarna. Za

Tr—t

t = t*&D je funkcija na levi v (14) enaka ni€, nato pa negativna; s tem

Th—!
* ’_(k) (k) (k) . . {k}
postane b (r , S¢ ;1)< 0 in pripadajoa refitev x (), feprav Se
{‘L'k}

bazina in strukturno stacionarna, nemoZna. IzboljSana reditev x™(t) je

* Pri Lom smo indekse pisali v oklepajih.
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mo¥na le na [t , t¥&=1): na Kémplementarnem delu k

{T —1— 1 } Ti—y
(k—1)

(k—1)

& pa x®(t) ne eksistira, temvet eksistira le x  (t). Eksistentno pod-
Tit

roéje netrivialne reditve x®(t) se tedaj skrédi, nadaljnih netrivialnih re-
gitev x®+(t) na komplementarnem delu ni. Optimalna refitev je na
komplementarnem delu kar enaka x®%-!(t), ne glede na to, ali je morda
pri tem cy(t) <0 Se za kak j. Po dosedanjem postopku smo zagotavljali
nenegativnost reSitve na vsakem podintervalu vsaj delitev z niZjim in-
deksom kot je k — 1. Zapi§imo reditev x™(t) v komponentah

a1,
k! k=1
aff(t) = wft—i(t) — x -1 (t), Tt ¥ Thes
k k—1 ark—-l s (t) k—1
ket Tt
x -1 (t)
(k1)
:z:rfk) (f;) =
ket a0 (t)
ket ket

Ker je x®D (£)>0 na celem §* je x® (1) z lihim polom v
k=i e X1
t= k=0 za t > t* pa striktno negativna. Nastopita dve vpraSanji:
Tyt Tht

1) ali je resitev x® (t) v levi okolici todke t**~1 tak&na, da eksis-
k—1
tira kot strukturno stacionarna z bazo, kot v levem krajiséu in-
tervala 5% 7
Tk—1

2) ali eksistira kak3$na bazitna moZna nefrivialna reditev desno od
totke =D 7
Thet
Na ta vpraSanja hitro najdemo odgovor, ¢e upoStevamo razmere, ki via-
dajo med modificiranimi funkcijami v neposredni levi okolici te tocke, in
jih ponaziramo takole (videti sliko na slednji strani).

Ker je funkcija x® nezvezna druge vrste v zadostni majhni levi oko-
X—1
Hci todke t*-1 izgubi znadaj minimalne modificirane funkeije; tedaj
nastopa permutacija indeksa rx_j— r'x_; na Ze znani na¢in, V levi okolici
omenjenega pola eksistira bazi¢na moZna resitev, ki je strukturno stacio-
narna in z drugaco bazo, kot pa eksistira v t = t&=9
{Tia—1}

Ly
t “z
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ix)
(x=-14) xrk_i (t)

|
(k1)
gl 1
|
|
]
If(l-l}
(k-1 et i) [
t Th N
{rk-fﬂ I N (x=1) I
Nt
K=ty ¥ ke

Ce je desno od pola moZno najti kako drugo funkcijo a3, ¢ (t) >0,
kel E—d

s'kq ¥ Sy, smo s tem dosegli dopustno bazo, ki pa ne daje gradientnega
izboljska namenski fukeiji v k-tem koraku. Indeks sy_; je bil namreé do-

loten pri kriteriju (4), indeks s'y_; pa izpolnjuje le pogoj cs; t) <0,
—1
TakSen korak v nadaljnjem imenujemo subiteracijo, ustrezno bazicno
moZno refitev po subiteracijsko moZno reSitev xW(t), t & [t ‘(.(1‘“”):i
Ty Tx—t
Ce pa tak$ne subiteracijske refitve ni na celem delu desno od pola, ne-
rivialna bazigna moZna resitev x®(t) ne eksistira na tem delu. Ce se po-
srei najti kaksSno subiteracijsko reSitev na kakem levem deiu podroéja
[t¥&=D &=) ) yporabimo to refitev kot baziéno moZno refitev s pripada-
Tl {71}
jogo bazo, ki jo znamo najti.

Ugotovili smo, da privzem takine matrike A (t), ki vsebuje tudi
funkcije ay(t), ki vodijo do minimalnih modificiranih funkcij z niclami
lihega reda v totkah spremembe baze (preklopov upravljanja), ne zahteva
bistvenih modifikacij ekistenénih izrekov za reSitev problem pri kon-
stantni matriki, ¢e Zelimo dokazati eksistenco resitve problema (2). Zaradi
omejenega prostora teh sprememb tudi ne bomo vkljudevali v algorit-
miéno shemo za reSevanje problema (2).
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THE EXISTENCE OF FEASIBLE AND OPTiMAL SOLUTIONS OF A
CONTINUQUSLY VARIABLE DYNAMIC LINEAR PROGRAM IN A
GENERALIZED FORM

Viljem RUPNIK
Summary

We first start with problem (1) where b(t), c(t) and x(t) belong to
Ry, R, and X. We assume that Ry and R, are classes of uniform bounded
continuous and at least once differentiable real value functions, where
class R, must contein non-negative functions only. Matrix A is a real
constant matrix and, therefore, X is.a class of uniform bounded and at
least piecewise continuous real functions defined on [0, T1. The existence
theorems for (1) are given in /1/.

This paper deals with a generalization of {1) so as to admit A = A (i),
where the components of it are uniform bounded continuous functions
having at least a first continuous derivative. Thus we arrive at (2).

The definition of a feasible solution of (2) is the same as for (1),
but the definition of its comstant structure breaks down. We therefore

A
define a basis (of a solution) having ¢ constant structure over region (t., t),
A

{ts; t) is defined through stability conditions (4)and (7). Theorem 1 asseris
if it consists of one and the same basic wvectors on that region

. A
then the region [t,, t.), on which index s, is stable, is not empty. A sim~
zlar assertion is given in Theorem 1 for region [t t ), which is a sta-

bility region for index 7. Both indexes appear in the Szmpleaf: algorithm
due to Dantzig.

A pair of theorems, as above, helps us to prove that each stability

region of index 1, for k = 1 is a non-empty set, if b(t) € R, and a(t)
ij
€ R, provided that o(t) has no zero on [o, T] and being positive there

1y
(Theorem 2). A similar result is given in Theorem 2° jor the stability
region of index s, k > 1.

Furthermore, we define a basic solution x™(t) as stationary with
Tespect to its structure, if it belongs to a basis which is constant with
respect to the structure, Now, the most important is Theorem 3, which
says that a region of feasibility for the feasible solution in the k-th
iteration is not empty, if

b*U(t) = R,
tr_t

af . () Ryandal", (t)>o0 .
k1 k=t &

ke — .

From now on we have fo exploit the theory of dynamic linear
continuous programming as given in Reference /1/. The whole interval
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[0, T] is going to be split into §* for which the conditions(12) should
Tk
be satisfied, The basic existence theorem is given by

Theorem 4: If on 8% exists a basic feasible solution, stationary with
respect to its structure, which solves problem (2) such that
1) for b1 (#/8V s—D:4) 2 o the conditions for non-empty subsets

{ta} ¥

of [o, T] are fulfilled

2) g,-";—”(t) < 0 for at least one non-basic index §, then on 8% exisis
. Tr—1
a solution x'™(t) as basic feasible solution which is piecewise stationary

with respect to its structure, and this solution also belongs to Ry
The consequence of this theorem is an existence of e finite sequence

of basis

Bik) i) = DIk} (t; Pt ), te 5E o g0
{'r;,-} {Tk} {T],'_.j} Tk Tt

with the property thai the k-th feasible solution z™(t) has a form (13).
A trivial step is needed to arrive at en optimal solution to the problem

{2).

/1/ V. Rupnik, Zvezno dinamifno linearno programiranje, EPOK, Zalozba
Obzorja, Maribor, 1878.



